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M A T I C E 
1. POJEM MÁTICS V ČÍSELNÉM T.SLSSB 
I*l*Definice číselného tělesa* Číselné těleso T je každá neprázdná množina 
(komplexních) č í s e l , která má tyto dvě vlas-tnostii 
(a) Obsahuje aspoň jedno č í s l o p f 0* 
(b) S každou dvojicí (stejných nebo různých) č í s e l ae T f b€T obsahuje 
též součet a+b f rozdíl a-bf součin ab a je- l i b f 0 f též podíl a/b* 
PŘÍKLADY číselných těless 1 # Množina K všech komplexních čišela Je to nej­
větší (komplexní) číselné těleso v tom smyslu, že každé jiné číselné těleso T je 
jeho podmnožinou, tj* T C K * 
2 # Množina D všech reálných čísel* 
3* Množina R všech racionálních č í s e l , 
PŘÍKLAD !• Dokažme, že množina R všech racionálních č í s e l je nejmenší č íse l­
né tě iéso f takže každé jiné číselné těleso T obsahuje těleso R* 
ííešení* Budiž T libovolné číselné těleso* Podle vlastnosti (a) předešle de­
finice obiahuje těleso T aspoň jedno č ís lo p f 0* Podle vlastnosti (b) téže de­
finice obsahuje těleso T též č í s lo p/p m 1 a tedy též č í s la 
1 * 1 m 2 f 2 * 1 * 3 f ••• > 1 - 1 = 0 f 0 - 1 * - 1 , 0 - 2 « - 2 f ... f 
tecy všechna celá čísla* Odtud na základě vlastnosti (b) plyne f že těleso T ob­
sahuje podíl n/n každých dvou celých č í s e l mf n f 0 f a teáy každé racionální 
číslo* Proto R C T . 
1*2* Definice matice v číselném tělese* Maticí typu m/n Y libovolném čísel-
ném tělese T rozumíme skupinu č í s e l vybraných z tělesa T a. uspořádaných do m 
řádků a do n sloupců* Přitom tato č ís la nazýváme pak prvjffi matice* 
Např* symbol Гl, . 2 , -2, <Л 
[ l , 0 , 0, 4J 
představuje matici typu 2/4 (tj* o 2 řádcích a 4 sloupcích) v tělese reál­
ných čísel* 
1*3* OZMAČBWÍ* !• Vezměme v úvahu libovolnou matici typu m/m v tělese T* 
Její prvky vhodně pojmenujeme, tj* označíme podle tohoto pravidla: Prvek, který 
l ež í v j-tém řádku ( pro l ^ j é m ) a. v k-tém sloupci ( kde j t l é k é n ) , 
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uvažované matice označíme týmž písmenem ínapř# a) s indexy j , k , tedy znakem a 
Při tomto označení se pak každá matice typu m/n dá napsat ve tvaru 
*І1» a i2» •*•' - lл a. 
a 2l» a22» ••* » ^ i 
aml» am2» *••' mnj 
(1) 
i s t ručněj i | a 
:jk' 
Tak např. v matici uvedené v odst . 1.2 j e 
a l l * l f a12 mÝ^i . a l 3 = - 2> •••! a23 s °t % M 4° 
2 . Vyskytnou-li se v nějaké úvaze dvě nebo více matic, značíme prvky jedné 
z nich např. a ^ , a ^ , . . . , kdežto druhé b ^ , b^t ••** &pod. Přitom jedno­
t l i v é matice označujeme pro stručnost jediným, obvykle velkým tučným písme­
nem, např. 
A j J 5 ) C j D ) E » ) « " a podobně, 
popřípadě též s indexy, např. 
A4|Ast|E4)Ett)A)A a podobně # 
1.4. Rovnost dvou matic. NechlAt B jsou natice téhož typu m/n v témže t ě -
l f se T. 
Řekneme, že matice A , B jsou s i rovny, a p i š m e A ~ B , když každý prvek 
a , k matice A se rovná stejnolehlému prvku b . . matice B § t j . p l a t í - l i vztahy 
a j k * b j k ^ p r o ^ ~ 1 * 2 > # # # t m > k ~ l f 2 i •••!»)• 
Stručně raženo* Matice A , B jsou rovné, právě když jsou úplně s te jné. 
Z uvedené definice rovnosti matic plyne, že .(maticová) rovnice 
zastupuje celkem mn rovností tvaru 
a l l = b l l » a i 2 S b l2» •*•» a l n = b ln» 












1.5* uMLUVA. Pokud v dalších kapitolách a odstavcích nebude výslovně uve­
deno jinak, budeme mlčky předpokládat, že jame zvolili určité číselné těleso 
a že všechny uvažované matice jsou v tomto tělese T. 
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1»6» Poznámka o hodnosti matice* Hodností matice A typu m/n rozumíme, jak 
je známo z přednášek o determinantech, takové celé nezáporné číslo p, že všech­
ny determinanty řádu p + 1 vybrané z matice A mají, pokud existují, hodnotu 
rovnou nule, kdežto aspoň jeden determinant řádu p vybraný z této matice má 
hodnotu různou od nuly* 
Přitom říkáme, že determinant řádu j byl vybrán z dané matice A t když byl 
utvořen z jejích řádků a sloupců vypuštěním některých řádků (v počtu m ~ j) a 
některých sloupců (v počtu n~|)# 
Přitom se v přednáškách o determinantech dokazují následující věty o hod-
Kosti matice A typu m/n* 
!• Pro hodnost p matice A platí vztahy 
p Ä m, š 
p s n. 
£. iáá-li datice A hodnost p, pak z je j ích m řádků (z j e j ích n sloupců) j e 
právě p lineárně nezávislých, kdežto os tatní řádky (sloupce) jsou lineárními 
kombinacemi těchto lineárně nezávislých řádků (sloupců). 
Další v l a s t n o s t i hodnosti niatiee odvodíme v kap* \% 
*. ČTVERCOVÁ MáTlCE A JEJÍ VÝZKA&iŽ DHUtff 
^ФІ. Definic # Má-li daná matice týž počet řádků i sloupců, takže j e typu 
| n / n f nazývá se čtvercoyá_ rádu n # 
Tak r.apř. matice 
1, 3 , {* 
3 , 2 , 0 
[/-", 0, 4 
představuje čtvercovou matici řádu n = .5 (v tě lese reálných Číse l ) . 
2.2. V*ZUČKÉ &gV3j»C0WŽ KATÍCE. 1. Ilulová matice (neboli iratice nula) řádu 
-1 _ _ ^ ^ m m m m m m m m m m m m m m m m m m m m m m m m m **Hm0*0^fimm-mm0m-+*%^^^^^ 
n ;je čtvercová matice řádu n, jejíž všechny prvky jsou nuly. Zračíme ji 0 • 
Tak např. matice 
"o, 0, o" 
0, b , 0 
Of 0, 0 
j e nulová matice t ř e t í h o řádu. 
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(3) 
2«. Jednotková matice E řádu n« Je to čtvercová matice řádu n > 1, která má 
v hlavní diagonále samé jedničky (takže a, « l ) f kdežto ostatní prvky jsou 
vtaaěs nuly (takže a * 0 pro všecka j j^k). Je tedy tvaru 
E * |Íf o f •••, o 
o, l f •••, o 
• • % % • 
• • • 
• • *% • 
p, o f • • • ,
% % 1 -
3^ Matice £, , ,• Důležité jsou čtvercové matice řádu n > l f je j ichž jediný 
prvek a. f c * 1 (kde l ^ j ^ n , 1 ^ k ^ n ) , zatímco všechny os ta tn í prvty jsou 
vesměs nuly. Tyto matice značíme E . - a jsou tedy tvaru 
> o, • • • f o, •°» o, ••• * 0 
o, • • • I o, 1 , . 0 , ••• » 0 
o, • • • » o, o, o, ••• » 0 
o, , 0, 0, 0, ..., oj 
j - t ý řádek 
.k-tý sloupec 
(4) 
,, řádu n jef celkem n f a jsou to natice 
i 
3> MATICE TUMiBPOmVMlĚ, SYiaMRICKÉ A POJLDSYl̂ TRlCiíŽ 
3»1» Definice transponované matice• Matici typu n/in, kterou dostaneme z da­
né matice A typu ro/n tín; f že v n í vyměníme řádky za sloupce (aniž změníme j e ­
j i c h pořadí) , nazýváme transponovanou z matice A (nebo sdruženou s maticí A 
a značíme j i A • 
PŘÍKLAD %. Určete transponované matice danýc^ matic A $ & • 
Řešením 
[-, 2, Л , 
Ь 0, -lj 
i» 3 , г 
3, г, o 
2, o, 4 
в' 
I f 0 ) 
2 , 0 
з, -1 
1, з, г 
з, 2 , 0 
o, 
.. 4 -
3»«*# POZNÁMKY« 1. Snadno se z j i s t í , že mat ice transponovaná z transponované 
[latice se rovná původní m a t i c i , t j» 
( A ' N A . (5, 
c. Všimněme s i , ie pro n á s l e d u j í c í čtvercové matice p l a t í ' 
0*=©, 
^jk * ^kj t p r o J , k = l^f^fiO* 
3.í« Def in ice symetrické n a t i c e . Čtvercová matice A řádu n > 1, k t e r á se 
oviá své transponované m a t i c i A , takže j e 
fee nazývá symetrická mat ice řádu n. 
Snadno se v i d í , Ze u symetrické n a t i c e prvky souměrně položené vzhleden. k 
h l a v n í d i a g o n á l e , j sou s i rovny, takže p l a t í vztahy 
a j k = \j p г o J » k = X ^ » •••» n * U ) 
Příkladem symetrické i .a t ice j e n a t i c e B z o d s t . 3 . 1 . Také matice nulová 0 
Kádu li a jednotková E jsou symetr ické . 
J . 4 . Def inice polosymetrické m a t i c e . Čtvercová n a t i c e 3 řádu n > 1, pro 
pro j , k * l , * f ..« n , (7) 
[ je j íž prvky b . , p l a t í vztahy 
jk k j 
Ise nazývá polosymetr ická řádu n . 
JJ 
Snadno se zjistí, že prvky b .{v hlavní diagonále) polosymetrické matice 
[jsou vesměs rovny nule, nebot ze vztahu 
b * « b. plyne -žb. . B. 0 a tedy b,, * 0. 
[Příklad polosymetrické m a t i c e . 
0, 1, -Ý3 
- 1 , 0 , í 
/ 3 , - ^ , 0 
4 . ZAKLAH.Í OPLIUCL S LmC-ELil 
Protože pojem r o v n o s t i dvou i ra t ic jsu.e zavedl i už v o d s t . 1.4, uvedeme s i 
zde pojem s č í t á n í (popř. o d č í t á n í ) , s k a l á r n í h o násobení a násobení m a t i c . 
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4»1# ^ S č í t á n i dvou i m t i c j e o p e r a c e , k t e r á dvěiaa. maticim A $% téhož typu 
m/n p ř i ř a z u j e novou m a t i c i , která* se nazývá součet mat ice A a l a značí se 
A • B • J e t o matice opět 1ypu m/n a j e j í každý prvek c,, se dostane sečtením 
s t e j n o l e h l ý c h prvků a . , € A , b . , « B f t akže 
c j k = a j k + ъ j k (o) 
Podobně se definuje rozdíl A - B matice A s maticí B (v tomto pořadí)• 
Rro její prvky d., platí vztah 
d.. - a м - Ъ.. ;jk ;jk ;jk 
J e tedy 
A + B + ъ . a,,, + Ъ, + Ъ. 11 " " l ľ ~12 ' U12» •"» toln " l n 
•21 + Ъ 2 ľ a 2 2 + Ъ22» "•» a 2 n + Ъ 2 n 
a . + Ъ , , a , + Ъ - j , . . . , a + Ъ 
ml m ľ m2 m2 
(9) 
A-B a , „ — b , . , , a . p — b-jo, «••» a. 11 
X2l 
' 1 1 ' 
a „ - Ъ ^ , - 2 2 
12 "12 
a І O - Ъ 2 2 ' 
l n - Ъ . L n 
a ш l - Ъ m ľ - V Ъ - 2 « , a - Ъ 
mn ron 
4.£* PQWÁMJČt* 1. J s o ú - l i mat ice A , B v témže t ě l e s e T f pak vzhledem k de* 
f i n l c i 1*1 jsou obě mat ice A + B , A - B opět v t ě l e s e T. 
2 . Zřejmě pro každou m a t i c i A typu m/n a m a t i c i 0 téhož typu p l a t í 
A i 0 « A • 
F&ÍKUI) 3« Vypočtěme součet A + B a r o z d í l A - J B daných dvou mat ic A f B 
Řešení* J e - l i A s 
pak ;je 
A+B 
1 , 0 , 2 
3 , 2 , - 1 
o, o, o 
2 , 0, 3 
4, гtfг - i 
- 1 , 2 , i 
A-B 
1, o, 1 
ì , o, fг 
- i , ^ , ì 
o, o, 1 
2, 2, - ì -fг 
' - 6 -
4»3. S k a l á r n í násobeni matice čís lem j e operace f k t e r á l ibovolné m a t i c i A 
typu m/n a libovolnému č í s l u r (z téhož č í se lného t ě l e s a T jako j e A ) p ř i ř a ­
zujeme novou m a t i c i , k te rou značíme A r . nazýváme j i glffilj^i^ s o u č i n j u a t i c e 
s c i ^ e n ^ r . J e to opět i rat ice typu n/n v t ě l e s e T a j e utvořena t a k , že každý 
j e j í prvek j e součinem prvku a 6 A s čís lem r . J e tedy tvaru 
| Г = a l l г » 
a 2 1 г , 





amlr' V r » —• a r 
mn 
(10) 
Podobně se def inuje s k a l á r n í součin č í s l a r s i . a t i c í A 9 k t e r ý značíme sym­
bolem r A , přičemž klademe 
r a 11* r&,'Ы$ •*** r a In 
г a 2 1 , r a 2 2 , •*** r a ^ n 
r a m l . ' r a i tv-" • *••» r a mn 
( i i ) 
Protože p l a t í r a ~ a . . , r , j sou matice (10) a (11) s i rovny, takže vždy j e 
A . (1*) 
4 . 4 . PU3.lk.KX. 1. Vzhledem k vztahu (l<-) j e j edno, mluvíme-li o skalárním 
součinu matice A s čís lem r nebo č í s l a r s m a t i c í A * 
<-• Místo výrazu ( ~ l ) A píšeme s t r u č n ě j i ~A • 
3 . Snadno se z j i s t í , že čtvercová mat ice B j e polosymetr ická, právě když 
p l a t í pro n i v z t a h 
B * - B * . (13) 
4»5« násobení dvou mat ic j e o p e r a c e , k t e r á m a t i c i A typu m/n a n a t i c i B 
typu n / r p ř i ř a z u j e m a t i c i typu m/r, k t e r o u značíme A B a nazýváme součin m a t i ­
ce A s n a t i c i B (v tomto p o ř a d í ) . Přitom mat ice A B má prvky c . • k t e r é se 
z prvků a € A a b , € B (kde j * l,<i f . • • f a; k = l 9 < - 9 . . . 9 n ; p * l 9 2 9 # # # > r ) 
JK Kp 
dostanou podle vztahu 
c . = a . j Ъ , + a.^Ъo + . . . + a . Ъ . 
JP :ji І P У <-p ;jn np* 
(14) 
Ačkoliv se toto pravidlo zdá na první pohled dosti složité a umělé, uslyšíme 
brzy, že jeho původ je zcela přirozený. Zapamatuje se snadno pomocí tohoto schématu 
-,7 -
' jp 
(;J-tý řádek matice A ) 
p-tý sloupec] 
matice B J 
PfiÍKUD 4. Vypočtěme součin daných matic A , B • 
JUěeni . Budiž A 0, 1, 2 
3, - 1 , 0 
в 
Matice AB bude mit prvky 




O.(-l) + 1.2 + 2.1 == 4, 
0.3 + 1.0 + 2.1 * 2, 
0.1 + 1.0 + 2 . ( - l ) » - 2 , 
- 1 , 3 , 1 
2, 0, 0 
1, 1, -1 
c г i = З . ( - l ) + (-D.2 + 0.1 = - 5 , 
C22 = З ł 3 + t " 1 ^ 0 + 0 Л = 9» 
C23 = 3 # 1 + í " 1 ^ 0 + Ö ^ - 1 ) = 3 . 
AB 4 , 2 , -2 
- 5 , 9, 
4#6# PQZKAlvlKA> Pf.o čtvercové natice (řádu n) A , E , 0 zřejmě p l a t í vztahy 
A0«0A*0 , 
AE*EA«A . <«) 
5. BRAVIDU ÍHO POČÍT&Í S MATICEMI 
Důsledky plynoucí z předchozích definic základních operací s rraticemi se da­
j í ©trudně vystihnout takto* 
Celá řada pravidel, která p^at í pro počítání s komplexními č í s ly , p l a t í for­
málně* stejně pro počítání s maticemi* Jde zvláště o následuj ící pravidla, v nichž 
předpokládáme, že uvedené matice A , B , C jsou vhodného typu (aby příslušné 
operace měly smysl)i 
5»1# Pravidla pro s č í t á n í matici 
1* Zákon komutativní t A * B « B • A 
2# zákon asociat ivní* ( A * B ) + C * A + (eB + C ) 
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5.-.., Pravidla pro skalární násobeni matice číslem. >r 
1. Zákon komutativní t a A * A a 
-.«. Zákony asociativníx (ab) A * a(bA) 
( a A ) ( b B ) - (ab)AB 
3. Zákony distributivní* (a + b) A » a A • bA 
( A + B ) a = a A + a B . 
5.3. Pravidla pro násobení matic. 
1. Zákon asociativn í ! (AB)C * A(BC) 
2. Zákony distributivn í ! ( A + B ) C * AC + BC 
C ( A + B ) * C A + C B 
0 tom, ÍB pro násobení matic neplatí (obecně) komulativní zákon (takže A B / 
f BA) f v iz příklad 5 na strané 42. . 
5«4» Báze čtvercových matic* Každou čtvercovou matiqi A (s prvky a,. ) řá~ 
* J^ 
|du n je možno jednoznačně vyjádřit jako lineárn í kombinaci matic C , f o kte-
rých říkáme, že tvoří báz^ všech čtvercových matic řádu n f takže platí 
A a a l l E l l + a l 2 E i 2 + - + a i n E l n * - + a n n E n n = , -C, ajk E jk • 
j t k « l «* •* 
Důkazy vzorců, uvedených v odst* 5*1 až 5*4, jsou většinou velmi jednoduché, 
[Poněkud s lož i tě j š í je důkaz asociativního zákona pro násobení (5»3.l) a na 
ten se omezíme# Ostatní důkazy nechV si čtenář provede jako cvičení, 
Naclrfc prvky n&tic A , B , C jsou (po řadě) a . , f b. f c f přičemž 
j * l f 2 f # # # f m } k »• l f 2 f # # # t n j 
r * l f 2 f # # # f h j s « l f 2 f # # # f p # 
Protože A je typu m/to, kdežto B typu n/h f bude matice ABtypu m/ku Označme 
jej í prvJky u . r > přičemž podle (14) je 
u 4 ^ = a o b i r *a4_A>^ + •*• + a*.A«. C Í L " a«X*.* jr j i l r j * cr j n nr 4~j jk kr 
Prvky matice (AB)C typu m/p označme v . f přičemž je 
v . a s > u . c * > a H b, c • 
J~ k ^ r r B Á^=I 0 * ^ " * 




Konečně n&tice A ( B € ) ;je -typu m/p a označíme-li ;je;ji prvky v , . podle (14) plat 
n 
mø л \ 
j s £=] V k B 
nЛi 
) a , ţ Қ c * v . * 
kílў r ^ Jk kr r s j s 
Protože matice ( AB)C a A( BC ) jsou téhož typu a máji stejnolehlé prvky 
s te jné, je vzorec 5.3.1 dokázán. 
\ 
5*5* FQZřlAKKA. Z uvedených vzorců se snadno odvodí vzorce obecnější,\které p l a t í 
pro libovolný počet matic. Tak např* ze vzorce 5.3.1 plyne, že libovolná uspo­
řádaná skupina ir&tic 
**4 i **á t ••'• t A u 
vhodných typů (takových, aby násobení bylo definováno) má jediný součin, který 
značíme 
A^ A j £ . . . Afl . 
Tento součin závisí jenom na pořadí matip, nikoli však na tom, jak sousední ma­
tice sdružujeme. Tak např. součin čtyř matic můžeme počítat některým z těchto 
způsobůi 
A,A2 A3 A4 = A1[A,(A3 A4)] - Ax [ (A, A3) \] -
= (A 1 A i d )(A 3 A 4 ) = [ A 1 ( A 2 A 3 ) ] A 4 = [ ( A 1 A 2 ) A31 A4. . 
5.6. Mocněni čtvercových matic. J e - l i A libovolná čtvercová matice a n l i ­
bovolné přirozené č i s i o , pak definujeme mocninu A vztahem 
n 
(16) 
nazýváme' j i n-tou mocninou iratice A • 
Kromě toho definujeme nultou mocninu čtvercové matice A rovností 
A° » E L [17) 
PfiÍKlAD 4. Vypočtěme A2, přičemž A = *» " H 
Řešeni. Podle vzorce (14) dostáváme 
Ч-:-][-:«Ш-°-
5.7. Dvě pravidla pro transponováni, c a t i c . l .ásledujici dvě pravidla pro 
transponování nat ic nenají obdoby v ar i tmet ice komplexních č í s e l . P l a t í t o t i ž 
(17) 
(18) 
ì . (A+B) ł = A ^ B 1 
2. (AB Ý* BЧ1 
- ю -
Důkaz prvniho vzorce je snadný* Proto dokážeš druhý* 
Kecht a k jsou prvky matice A typu m/nf kdežto b. jsou prvky matice B 
typu n/h* Potom ABje matice typu m/h a je j i prvky jsou 
u jr " a;jlblr + V*r + " ' + W 
Transponovaná matice (AB) je typu h/m a je j i prvky jsou 
~ « a..,b- + a.Jfcu + ••• + a. b u . - u. r;j ;jr fc;jlwlr ~j2u2r 
Matice SÍ ;je typu h/n a jej í prvky jsou 
jn nr' 
kdežto matice A je typu n/m s prvky 
rk = Ъkr» 
kj "" ;jk* 
Proto natice je typu h/m a má prvky 
Á\ /*# /M 0 * 0 * 
ur3 *
 brt»lj * V s j . + • • • + Ъ а . * rn пg 
= b l r a j l + b 2r a j2 + — * V \ j n * urj« 
Protože natic* (AB) f B*A' jsou tóhož typu h/m a naji stejné prvky, plyne 
odtud vztah (18h 
5#8» Multiplikačni konstanty pro catice E^# Podle odst* 5*4 každá čtver­
cová matice n-tého řádu je l ineami kombinaci (při koeficientech rovných prvkům 
a.j) čtvercových matic E « • Protože součin E ^ E r s představuje matici 
n^tého řáduf dá se vyjádřit jako l ineami kombinace matic E ..• Koeficienty 
v těchto lineárnich kontoinacich jsou tzv# multiplikaČni konstanty matic E 4 V # 
v •*»*'m-i»iiwii<fi s/**** *%*n — •.»-••*« M. w**^0& "JK 
Kolik je všech multiplikačnich konstant? 
Všech matice E .. je n , takže všech součinů E .. E _ je celkem (n ) * n • 
Pro každý takový součin obdržime n multiplikačnich konstant* Proto všech 
multiplikačnich konstant je úhrnem 
4 2 
n • n 
Abychom je urč i l i , vypočteme součin 
*jk E r s 
я - j | 
0 ••• 0 ••• 0 
• • • • • • •- • • 
0 ••• 1 ••• 0 
• • • • • • • • • 
0 . . . 0 ... 0 
6 
n • 
0 ... 0 ... 0 • • • • • • • • • 
0 . . . 1 . . . 0 
• • < • • • • • • • 
0 ... 0 ... 0 
• < — — - — • 
k* s 
Protože í&* ° ®oučin dvou čtvercových matic řádu n, představuje uvažovaný sou­
čin opět čtvercovou matici řádu n* Tato podle vztahu (14) může mit prvky od 
- i i -
nuly různé jenom v j-tém řádku a s-Hém sloupci^ Avšak pro prvek A .. l e ž í c í v 
j-tém a k^tém sloupci uvalované matica zřejmě p l a t í 
0 pro k j * r t Ä * í 
J k Ч p r o k - г. 
.Proto bude 
| £ m Ґ 0 pro k 7- r , 
;jk r s L ^ ß pro k = r . 
Těmito vztahy (když j , k , r f s probíhají přirozená č í s l a l f 2 > # # # , n ) jsou mul t i -
plikační konstanty určeny a je zřejmé, že každá z nich má hodnotu bu3. 0 nebo 1. 
%9» Zaměnitelné a n i lpotentni matice.. Důležitá v las tnos t , kterou se od l i -
ěuje počítání s maticemi od počítání s obyčejnými komplexními č í s ly , j e tatoí 
Když a,b jsou dvě libovolná komplexní č í s l a , pak p l a t í pro násobení komuta­
t ivn í zákon " % 
ab « ba. 
Naproti tomu pro násobení matice A typu m/n maticí B typu n/m neplat í vždycky 
AB = BA . 
Vaku-Utu,aby takový vztah p l a t i l , mísilo by být předně m = n, takže obě matipe 
A »B musí být čtvercové téhož řádu n (vzhledem k tomu, že AB;je n&tice řádu 
m, kdežto BA matice řádu n ) . 
Avšak i když m s n , není vždy AB = BA . Ukážeme to na příkladě. 
PfiÍKLAD 5» Určeme oba součiny AB > BA matic 
A = fi, l i , B - T-i, o l • 
[o, oj [ i , o j 
Řešení. Vynásobením podle (14) obdržíme 
AB- To, ol> BA = f-i,-i"U takže AB^BA. 
[o, oj [ i , i j 
Tím docházíme k t é t o def inici t 
Dvě. čtvercové matice A «B téhož řádu n se nazývají zaměnitelné, právě 
když platí, vztah 
A B - B A . 
|y tom případě též pravíme, že matice A je zaměnitelná s maticí B • (anebo 
naopak, že B je zaměnitelná s maticí A )• 
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ředešlý přiklad 5 zárov«n ukazuje, že rovnice 
A | = 0 
úže platit, aniž ;jeden z činitelů A ,% součinu A&je nulovou matici, na roz-
íl od počitáni s obyčejnými komplexnimi Čisly. (Jsou-li a,b komplexr.i čisla, 
»k je ab » O, právě- když aspoň jedno z obou čišel a,b je nula.) 
Zejména se může stát, že natice A f- 0 , av&ak některá jeji mocnina 
A = 0 . V tom připadě se A nazývá nilpotentni matice. 
např. matice A 1, -1 
1, -1 
|e n i l p o t e n t n i , jak plyne z přikladu 4 na s t r . 10# 
5»1Q» Poznámka o abstraktních al£ebrách. Množina všech čtvercových matic 
-tého řádu v tě lese T spolu s operacemi, které jsme právě zavedli, j e př ík la-
lern al£ebry v tě lese T. 
Alfcebrou v nějakém tě lese T rozumíme .množinu t/Caspon dvou prvků, na niž 
sou definovány t ř i operace, označené qymboly ® , Q , O . Tyto operace jsou 
lefinovány taktoi g 
1# Operace © , zvaná sčitájftij. přiřazuje každým dvěma ťovnýn. nebo různým 
prvkům act/t, -bat/L da l š í prvek c a t/C , který se značí 
a © b 
t který se nazývá součet prvku a s prvkem b . 
£* Operace Q , zvaná násobeni, přiřazuje každým dvě na rovným nebo řízným 
)rvkům a #s WC, bat/L da l š í prvek d̂ ĈJL, který se značí 
a Q b 
nazývá součin prvku a s prvkem b (v uvedeném pořadí) . 
3. Operace Q , zvaná skalární násobeni, přiřazuje každému prvku ac</La kaž-
lemu čís lu *L€T u r č i t é prvky 
* O a , aO*# 
nmožiny t/L> které nazýváme skalární součin č í s la e s prvkem a, popř. ska-
Larní součin prvku a s číslem 9L. 
Přitom uvedené t ř i operace splňují podobné zákony, které jsou popsány v pře-
leělých pravidlech uveaených v odst. 5.1 až 5#4. 
Tak např. pro každé t ř i prvky a * tK*, b € %&, , c a WL p la t í 
a © b = b © a, 
\fc®)h)® c = a © (b 0 c ) , . . . a td . 
- 13 - • 
Přitom pravidlo z odst* 5*4 zní zde takto** Každý prvek a é W , l ze vy jádř i t ve tv 
a .« l * 4 0 vx)>® («>tO v 2 ) ® ••• ® ( i ^ O v J , 
tj# jako součet skalárních součinů vhodných č í se l oc^e T (pro * * l , 2 i # # # f n ) 
a vhodných prvků v* e VL • To znamená, že prvky v-,, v 2 t • •#, v tvoří bázi 
algebry VL. 
Všechny výsledky o maticích, pokud jspu odvozeny jenom ze t ř í operací: sč í tá 
n í , násobení a skalární násobení, se daj í zobecnit na uvedené algebry* 
Poznamenejme j e š t ě , že o algebrách najde čtenář poučení např# v knihách: 
Deuring, U.t Algebren, Ber l in : Springer 1935 
Dickson, L.E. $ Algebren und ihre Zahlentheorie, Zurich 19^7# 
6, MATICE, BKC1PRQKÉ (neboli inverzní)* 
6«1» Matice reciproká zprava a reciproká z leva* Obdoba mezi počítáním s ma­
ticemi a obyčejnými čís ly vede nás k t é t o otázce: Existuje nějaká operace s ma­
ticemi, k terá by byla obdobou dělení č ísel? Mejprve připomeňme, co se rozumí 
reciprokou hodnotou ně jakého Čísla a . 
Reciprokou hodnotou č í s l a a rozumíme takové č í s lo x, které hoví rovnici 
ax s 1. , 
Tato reciproká hodnota se značí symbolem -» , popř* a* , takže je 
a 
a • ~ «- 1, popř. a a"" • 1. 
Z aritmetiky víme, že reciproká hodnota Čísla a existuje, právě když %.f 0* 
Přitom dělit číslo b číslem a / 0 znamená násobit číslo b reciprokým číslem a" « 
V odst# 4.6 jsme zjistili, že pro každou čtvercovou matici A platí vztah 
AE - EA - A . 
Proto jednotková matice C j e obdobou jedničky v ari tmetice* Je pxáíf přirozené 
se t á a a t , zda k libovolné matici A typu m/n existuje také taková matice X 
typu n/m, že p l a t í maticová rovnice 
AX - E (17) 
popř. zda existuje taková matice Y ty$u n/m, že ;je 
(18) YA = E 
V případě, že matice X ,Y splňujíc! vztahy (17), (18) existují, budeme nazývat 
matici X reciprokou zprava, kdežto Y maticí reciprokou zleva k matici A a 
budeme je značit A $ popř# A • ' 
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6.2. Věta o matici reciproké zprava X » A . Kechl matice A j s typu 
la/n. 1. Je- l i m < n, pak existuji k n i aatice X * A reciproké zprava, prá-| 
vé když hodnost matice A ;Je rovna m. V tom případě každá matic* X « A" se dá 
|vy;jádřit ve tvaru 
X - Ul + X (19) 
|kde H ;je libovolná aatice typu n/(r.-n) novici rovnici 
A H - 0 Uo) 
a ma/jici hodnost n-m, kde dále L je zcela libovolná matice typu (n-a)/a a kde 
X ;ja libovolná matice- která je partikulárnia řeeenim rovnice (17). Přitom 
se matice H nazývá fundamentální řeěeni rovnice (20). 
2 . Je- l i m « n, t j . j e- l i catice A čtvercová řádu n a j e- l i je j i hodnost 
p = n, existuje k ni právě jedna matice X * A reciproká zprava. V případě, 
že hodnost p matice A je menši než n, neexistuje žádná matice X vyhovujici 
| rovnici (17)» 
3. Je- l i m > n, pak neexistuje k matici A Žádná matice reciproká zprava. 
Důkaz. Je-l i A « 11*^1. i X » l| x.^, || a E je jednotková matice řá­
du mi představuje rovnice (17) celkem m2 lineárnich rovnic tvaru 
a._x_ + a . y x > • . . . - • a . x « [ ° -*"
0 $ * r » ;jl Ir j2 2 r ' jn nr
 l 1 pro j s r, 
přiČeai j , r •• l,*-!,...,m. 
Při pevně zvoleném r dostaneme tedy m rovnic tvaru 
a l l *lr * a 12 x 2 r * - * *1* Xnr " ° 
a . X. * a r l T r 
г 2 *2r
 + •" + ařn Xюr 
ml Ir m ir • + a x 
ш nr 
O . J 
(21) 
le litech^ m < &• fttk (21) je soustava m nehomogenních rovnic o n neznámých 
x t # # # 9 x . Víme, že taková soustava má řeěeni f právě, když hodnost matice 
soustavy je rovna hodnosti rozšířené matice. Kechl p značí hodnost natice soustavy 
A « i a n i a ^ , •••, a l p f • ••* ^ 
•pMł"ЗЙL!» — »""щpp , •••, pn 
aml» am2» *••» amp» *••• 
- 15 -
Шfì 
To imamenáf íe aspoň jeden deterifiiímt řádu p f vybraný z matie# A , j e od nuly 
různý, kdežto všechny determinanty řádu p*l (pokud ex i s tu j í ) jsou rovny nule # 
Předpokládejme např#, že právě determinant v levém rohu nahoře v matici A j e 
nenulovým J e - l i p < m, pak rozšířená matice soustavy (21), v niž j e r * p+1, 
j e tv&ru 
a u , . . . •••••»
 a ]л» 
a ^. . •, . . . . . . a . 
P i » 
Vi,i» 
• pn» 
•••••••» V i , 
a , . ••• . . . . . . . a . 




Tato matice má zřejmě hodnost rovnou p + 1* ' 
Odtud plyne, že má-li mít soustava (21) řešení , nutně musí být p ~ nu V tom 
případě však existuje n-m lineárně nezávislých řešení / 
Sil i Vil I • • • ! L i ! •••} HT _ _ • • • , C^ ^ ^ \&-J / 
( 1 1 < ^ 1 (Til* ¥ <JL,n-m * (n,n-m 
homogenního systému rovnic patř íc ího k soustavě (21), přičemž obecné řešení 
soustavy (21) j e 
Ч r 
= Чr 111 + 2r řl2 + — * V m , r fl,n-m + X l r 
nr 
t V + t £ 0 + ... + t f ̂  + 
nr ^n l пr ҷn2 n-зд,r jn,n-m nr 
Přitom x 
(21) a t 
l r 1 x ^ značí libovolné par t ikulární řešení nehomogenní soustavy 
jsou libovolné konstanty* Proto matici X , která 
nr 
lr» ^ r ' *••» V m , 
;je řešením rovnice AX - £ , můžeme psát ve tvaru 
11 I • * • ! n-m 
n l , •••, ţn ,n- : 
X l l , " , » Лm x l l » ••'» x lm 
n l 1 nm 
Gznačíme-li matice vyslcytující se na pravé straně té to rovnice postupně H . 
L t X , dostaneme pro matici A vztah (19), který jam* měli dokázat* Přitom 
•gjL všimněme, že matice L j e libovolná^matice typu (n-m)/m, kdežto X je matice 
1ypu n/m hovící rovnici (17) a konečně U j e matice typu n/(n~m), přičemž p l a t í 
A N « O 
a j e j í hodnost j e rovna n-m, a to vzhledem, k tomu, že Čísla (23) představují 
nezávislá řešení howgenního systému, který p ř í s l u š í k soustavě (21 ) # 
Naopak, se snadno nahlédne, že každá matice X typu n/m, která j e tvaru (19), 
vyhovuje rovnici (17), j e - l i H matice hovící rovnici AH B 0 , L libovolná 
- iб -
matic* typu (n~m)/m a X libovolná matice vyhovující rovnici (17)* 
2 # Nechl m * n . V tomto při pádě soustava (21) má podle Cramerova pravidla 
právě jedno řešen i, když hodnost matice A je rovna n« Je-l i však jej í hodnost 
p < n a j e - l i v této matici determinant p-tého řádu/např* v levém rohu nahoře^ 
nenulový, pak soustava ( t i l , v n íž je r *• p • l f nemá řešeni vzhledem k tomu, 
Že přielušná rozšířená matice má hodnost p*l, kdežto matice A hodnost p. Proto 
v připadš p < n neexistu je řešeni rovnice (17)* 
3 # llechl m > n a nechl p je hodnost matice A • Pak nutně 
p * n* 
liechl determinant (řádu p) v levém rohu nahoře matice A je nenulový* Soustava, 
(21 ) f v niž je r * p + lf nemá opět řešení z téhož důvodu jako v předešlém 
případě 2 # 
6»3^ Poznámky o výpočtu matice reciproké zprava^ 1. Matice M v případě, kdy 
m < n f se snadno určí podle známé Frobeniovy metody pro řešení gy stému line­
árních homogenních rovnic takto: 
1. Matici A doplníme n-m řádky (pro i s l,2,###,n-m) 
Ч ľ Zi2 , •••, m 
na čtvercovou matici řádu n , čímž obdržíme ípatici 
a u f ., » • • • , 
, . . . / • 
a. l n 
a mľ џi 
Ђ11$ • « 
» • • • , 




n - m , l i •< n-m,n 
(24) 
Čísla z., můžeme zvol it libovolně, ale tak, aby determinant IAI f 0. To l ze , 
XJ& 
p r o t o ž e m a t i c e A má p o d l e předpok ladu h o d n o s t p s nu 
2 # Značí-li Z., algebraický doplněk prvku z,, (kde i ~ l,2,.*.,n-m; k « 
XK , ^ i -uC 
31 1,2,•••,n) v determinantu lAI , pak matice 
м Xц,. • • • i "n-m,! 
Z-„t •••» 
(25) 
Mn* W9W' *n-m,n 
má podle věty o reciprokých deterndnantech hodnost n-m a přitom platí 
AIUO . 
Hakonec s i všimněme, že matice X = A vyjádřená ve tvaru (19) je v tě­
lese T, když v tě lese T jsou matice M,LjK • A zřejmě v tělese T existu j í 
takové matice H ' , L , X , Že příslušné matice K hoví rovnici (17h 
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2. V případě, kdy m *- n a kdy hodnost čtvercové -tatic* A řádu n je p = n 
(takže |AI f 0 ) , se matice X = A reciproká zprava určí pomocí vztahu 
*m т ж г * a d ^ * (26) 
kde adj A značí adjungovanou (neboli přidruženou) matici k matici A . Určíme 





ln' k nn 
přičemž A značí algebraické doplňky prvků a , v determinantu I AI . Všimněme i k ik 
s í f že prvky matice adj A v libovolném j-tóm řádku jsou algebraickými doplňky 
prvků v j-tém Blouggi determinantu lAl « Podle známé vlastnosti reciprokých 
determinantů je determinant , ^ t
%
 ň 
ladjAl - l A l * " 1 . (27) 
Přitom matice adj A je zřejmě v tě lese T a platí 
A adj A = I a a, * | | A 11 , ••., ln 
nl I • ••» nn 
11» ••" " n l 
A 
ln' 
• • • $ A 
> • • f <** 
nn 
Ц-Ч o. 
o, ІAI, , ••, 
o 
0 
o, o, ..., |AІ 
-IAІ.É 
Odtud plyne vpředu uvedený vztah (26) pro výpočet natice X * A • Tato matice 
jako skalární součin Čísla. $/|Al a adjun£Ované matice adj A je také v tě lese T. 
FJIÍ1CUU3 6« Určeme natici reciprokou *§••*£ k dané matici A » 
Řešení* Daná matice A ("typu 2/3, takže m < n) 
A = Г 2 , - 1 , -зЛ 
L̂ » - i . -J 
má hodnost p = 2 , nebol determinant D utvořený z prvních 2 řádků a sloupců 
má hodnotu D = - 4 J- 0. Proto existuje matice reciproká ^taira k natici A . 
Vypočteme ;ji podle odst. C.3.1 tak, že nejprve určíme matici 
2 , - 1 , -1 
- 2 , - 1 , 1 
^ 0 , 0, 1 
je j íž determinant lAl * D * - 4 . 
Matice | | bude -typu 3/1 a určí se pomocí algebraických doplňků prvků třetího 
řádku determinantu lAi • Protože ^ 
- 18-
31 32 
-1, -1 - ^ t 
-1, 1 
na základě vztahu (25) dostaneme M 







 - 4, 
Dále n&tice L 1ypu 1/3 bude tvaru 
i - [\, t-] . 
Partikulární řešení X rovnice AX = £ obdriíme řešením rovnice 
2 , - 1 , -1 
-2, - 1 , 1 
*1» x 4 
-~2» x к 
x3» X 6 
1, 0 
0, 1 
Protože jde pouze o partikulární řešení a protože matice A má hodnost p s 2 , 
přičemž determinant! oď nuly je např- vpředu uveder.ý determinant D, můžeme po­
l o ž i t x.3 * x r = 0# Tím dostanerre rovnice 
J o 
2x - Xg s 1, 
-2x - x. - 0, 
2x. ~ x c
 s 0 i 4 5 
jejichž řečením je x. = 1/4, x, •=• - 1/2, x. = - 1/4, x_ = - l/2< 
Je tedy ^ _ 
X = 1/4, - 1/4 
- 1/2, - 1/2 
0, 0 
Hledanou matici X = A můžeme psát ve tvaru 
iť= ML + ř = -2 
O 
-4 
[v^] + 1/4, -1/4 
-1/2, -1/2 
0 0 
— 21*. , — 21^ 
0, 0, 
+ 1/4, - 1/4 
- 1/2, - 1/2 
s 1 / 4 - ^ , 
•1/2, 
- 1/4-2 ^ 
- 1/2 
- 4 t x , - 4 2 J 0, 0 - 4 t x , - 4 ^ 
зtná matice (reciproká zprava) je tvaru 
A 4 - 1/4 - 2 ^ , - 1/4 - 2tg 
- 1/2, - 1/2 
- 4 ^ , - 4 , 
í 
přičemž za i a t, můžeme volit libovolná čísla. 
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ProveStuc zkoušku tím, že určíme součin AX • Obdržíme 
AAM ť * T 1/2 - 4 ^ + 1/2 + 4 ^ , - 1/2 - 4 t 2 • 1/2 + 41^1 = f"l, o l = t 
[- 1/2 + 4 ^ + 1/2 - 41^, 1/2 + 4 t 2 + 1/2 - 4t^J [o>
 1 J 
6«4« Věta o matici reciproké zleva Y a A • Nechat natice A je typu n/n« 
1* Je- l i m < n f neexistu je k matici A žádná matice reciproká zleva# 
'2# Je- l i m »• n f tj» j e- l i matice A čtvercová řádu n a je- l i je j í hodnost 
p » n f existu je k n í právě jedna matice Y *
HA reciproká zleva. V případě. 
že hodnost matice A je menší než n f neexistu je k n í žádná matice Y reciproká 
zleva* 
3* Je- l i m > n;pak existu j í k n í matice Y • A reciproké zleva f právě 
když hodnost matice A je rovna n. V tom případě každá matice Y - A se dá 
vyjádřit ve tvaru ~ * 
Y « FP • Y (28) 
kde F je libovolná matice typu (m-n)/n hovící rovnici 
F A * 0 (29) 
a mající hodnost m - n f kde P je zcela libovolná mt ice Vypu n/(m-n) f kdežto 
Y j® libovolná matice, která je (partikulárním) řešením rovnice YA c E « 
Přitom se matice F nazývá fundamentální řešení rovnice (29)# 
Důkaz této věty se provede zcela obdobně jako u věty 6#2# 
b.5. POZNÁMKY* 1. Matice V se určí metodou Frobeniovou (obdobně jako matice 
H ) a je v témže tělese T jako daná matice A • Také matice Y ~ * A (pokud 
existu je) je v tě lese T f j sou-l i obě matice P a Y v tě lese T f což lze vždy 
zařídit* 
2* Když čtvercová matice A řádu n má hodnost p = n f tj* je-l i |AI t 0 f pak 
se jediná matice Y *"A . reciproká zleva určí podle vzorce 
A * -jjjг* adj A , (30) 
přičemž matice * A je opět v tě lese T* 
6«6» Závěr» Z vět 6#2 a 6#4 plyne, že matice X "*A* f(popř* Y =* A ) 
existu j i , jen když je m * n (popř* m - n ) . 
1# Je- l i tedy m f n f pak E&tice A f A neexistu j í současně. 
2 # Je- l i však ra - n , pak ze vztahů (26) a (30) plyne, Že pro lAl?* 0 je 
(31) A'Ą = И A 
. 2 0 -
Tanto VÍ tah, který ;J* důležitý pro avou jednoduchost i pro «té aplikaca, 
plyn. také s toho, 2. každé řaěani rovnic. AX * E ;je sároven řaěanim rovnic. 
VA * E « Ja-li toUž X řešením rovnic. AX * £ , kdaito Y řašanim rovnic. 
V A * E , pak iřajmě plati 
X*EX - (YA)X - Y(AX) - Y£ »Y 
takž. X - Y . 
6.7. D..Clnio.» 1. Čtvercová-matic. A , ;j.;jiš datarminant |A| t O, se nazývá 
rcfiilárni. V opačném připadl a. nazývá singulární. 
2. Je-li čtvercová matica A regulární, pak matici A nazývám* reciprokou 
(neboli inverzní) k matici A • 
Řešeni. Daná matice 
PŘÍKLAD 7. Vypočtěme matici inverzní k dané matici A • 
A «- 2 , 0, 7 
- 1 . 4, 5 
«- 3 ' h 
je regulární, nebô t jej i determinant |A|= - 85. Proto existuje k ni matice re­
ciproká 
*4" T A T a d j A • 
Přitom pro adjungovanou matici dostáváme -tyto prvky 
A l l * 4 , 2 - 5 . 1 - 3 , 
-21 • - (0.2 - 1.7) « 7, -Vg =- 2.2 - 3.7 * - 17, A^ « - (2.1 - 3.0) « - 2 , 
- 3 1 * 0.5 - 4.7 * - 28, A.̂  » - (2,5 * 7.1) • - 17, A-,-, * 2.4 • 1.0 * 8. 
A12 * " ( " 1 # 2 " 3 * 5 ) * 17» *13 " " 1 Л " 3 # 4 * " U» 
Je tedy 
*-—*—.J[ P^p 3, 7, -28 
17, -17, -17 
•13 9 *• ^ f 8 
Hledaná inverzní matice je proto tvaru 
* 85 
[Přitom plati 
j - 3, -7, 28 
-17, 171 17 
13, 2, -8 
- 2 1 -
AA r l 1 г 
8f 
, 0, 7 
- 1 , 4, 5 
• 3 , - 7 , 
•17, 17, 




1, 0, 0 
0, 1, 0 
o, 0, 1 
= A" A -_L 
" 85 
• з , 
•17, 
13, 






* , 0, 7 
- 1 , 4, 5 
3 , 1, 2 
6«8» Věta o reciprokých maticích» liech^ A , B jsou regulární matice řádu n« 
Pak p l a t í ta to tvrzení* 
i. Atf4-AHA =E ; 3. (AT
4 ?? ( A 1 ) 4 , 
2. |A"4|=IAIH , ,4. ( A " V = A } 
5. ( A B ) ' íV 
Důkaz. 1* První tvrzení plyne ze vztahu (3l)t 
2. Zde pro determinant |A" I dostáváme podle (26) vztah 
iAr4 A .-4 adj Al ^ _ _ _ ^ 
l A ľ ^ ^ TÃГ 
3* Ukážeme, že obě matice (A" 4 ) ' (A* )~* iaají tytéž prvky. Vskutku, prvek 
c „ první matice je 
°jk = |A| A j k • 
kdežto prvek d., druhé matice je 
v= i i r A:jk= °'jk p r ° j» k = i» 2» •••»n-
4» Matice i A" )~ představuje jediné řešení rovnice 
Á4X = E , 
j í ž podle vztahu 1 vyhovuje řešení X ~ A • 
5»«L'evá strana posledního vztahu je řešením rovnice 
(AB)X = E . (32) 
Takové řešení X j e jediné, protože z re lace lABl- 1A|»IBI a z předpokladu 
lá l $ O f |B l t* 0 plyne, že AB = 0 je regulární matice* Násobíme-li zleva 
rovnici (32) maticí ( B A )$ obdržíme 
гг -
( jrV)(AB)X .(BHA-4)E 
B'4(A"4A)BX - B*V 
B H UB)X « B*4*4 
OťBjX - BV 
takž* £X . g*tf 
i t«dy X * B A4 
* • 
6.9. Poznámka. Tvrz«ni 5 přad.ělé věty se dá rozSiřit na libovolný kon.čný 
počet regulárních matic řadu nx A , B » . . . , M • Plati tot iž 
(Aвc.и ґ - řґ.-.ťвV (33) 
6.10. Věta. HecłrЬ regulárnl čtveгcové raatice A 9 B jsou zamônitelné. Pak 
jsou zaměnitelné t ž raatice 
2. A , B ; popř. A t B • 
)ůkaz. 1. Matice C ~ B A je řešením rovnice CAB) X «- E , jak plyne 
věty 6.8.5# 
Podobně mt ice B m Á B je řešením rovnice (BA)X * E • Jeou-li 
tedy A f B zaměnitelné, takže je AB
 c BA , plyne z toho. že matice D je též 
řešením rovnice (AB) A • £ $ která však má jediné řešeni C • ftroto C m B 
neboli 
J*4A*4 - A4B*4 . 
2. Ze vztahu A B S BA násobením zleva matici Af obdržíme 
£ B - B » A H B A . 
3dtud násobením zprava maticí A plyne 
BA*4 . • A 4 B ( A A * 4 ) - A*B£ - A*B . 
analogicky ae dokaž, druhá část druhého tvrzení. 
6.11., D.finic. podílu matic. Jsou-li matic. A , B zaměnitelné a j«-l i A 
í*e£ulámí, pak podílem -=- matice B maticí A rozumíme matici rovnou součinu 
A*4B» pop*. BA*4 , 
takže Cpoďle vě-ty 6.10.2) j . 
- I - «BA*4 - A*B. (34) 
A 
- 2 3 -
C.12. Věta. Nechí A j« čtvercová matice řádu n, kdežto B ,C jsou obě 
regulární řadu, n. JBOU-1Í každé dvě z matic A , B , C zaměnitelné, pak platí 








Důkaz. Zřejmě plati 
ABH « ť A - ť l A = BH(CHC)A = (CB)H CA - (BCť CA 
= (CB)H (AC) - (BCí" (AO. 
PŘÍKLAD 8. Určete podíl dané matice B maticí A • 
2 . 1. 0 L B Řešeni. Dané matice. A , 1, 0 
1, 1, 2 
- 1 , 2 , 1 
jsou regulární, nebo^ I AI = - S . | B | * - 81. 
UrSínie 0«ttici A • Protože 
3, 1, -2 
3 , - 2 , 4 
- 3 , 5, -1 
adj A - 3 , - 1 , 2 
- 3 , 2, -4 















9 3 , 1, -2 з, 1, -2 = 
д. 
9 
18, - 9 , 0 
3 , - 2 , 4 з, - 2 , 4 - 9 , 2 7 , -19 
- 3 , 5, -1 -з, 5, - 1 9, - 1 8 , 2? 
в ш 
A 
2 , - 1 , 0 
- 1 , 3 , -2 
• 
• 
_ 1,° - 2 , 3 
7. CVIČENÍ 1, 
1, Určete A + B , B - A , kde A = Гl, 2, 3 Л , B = Г4, 5, б l 
[ 2 , 3, 4 J L5' 6» 7 J 
2 t Určete 2 B - 3 4% , kde A * B jsou,matice 2 cvičení 7*1# 
- i_4 -
3. Určete součinyi 
a) 
c) 
1, - 3 , 
3 , - 4 , 




2 , 5, 6 
1, 2 , 5 
1, 3 , 2 
b) 5, 8, -4 
6, 9, -5 
4 , 7, -3 
3, 2 , 5 
4 , - 1 , 3 
9, 6, 5 
1, 2 , 1 • 2, 3, 1 J 1, 2 , 1 
°». 1. 2 - 1 , 1, 0 o, 1, 2 
з, 1. 1_ - X » 2 , - l _ . 3 , 1, 1_ 
4. Vypočtěte mocniny matici 
2 
a) 2 1, 1 
3, 1, o 
0, 1, 2 
b) 3 , 1, -Ä 
3, - 2 , 4 
- 3 , 5, -1 
c) [::;! *'[-]"' 
5# Stopou čtvercové matice A rozumíme součet prvků v je j í hlavní diagonále, tji 
&11 * *22 * # # f * a # Dokažte, že matice AB,BA mají stejné stopy* 
6# Použitím výsledku předešlého cvičení 7.5 dokažte, že nikdy nemůže p lat i t 
AB - BA « E • 
7. Určete všechny matice zaměnitelné s matici A 
8. Určete matici X f která hoví rovnici 
",[.:S]X -[-. i] 
[5:!] • 
ь) X ì, ì, -ì « 
2, 1, 0 







19. Určete reciprokou matici k dané n&tici 
a) [1* 2 ] , Ъ) Гсов х, - вал х I , 3 , 4 1 I в1п х, сов х I c) 2, 5, 7 6, 3, 4 
5, -г, -з 
LO. Určete podíl zprava, a zleva, matice A maticí .B , ;je-li 
A - T i . 2 I , 3 = [2, 5*1 
LX'3J [•* Š] ' 
vYSLEDKÍ 
fc A + * Г$, 7, 9 І , B-A » Гз, з, з l . © Г5, 4, з " | . 
L7» 9 » u J L 3 ' 3» 3 J L 4 ' 3 » 2 J 
- 2 5 -
©a) 
©a) 
1, 5, -5 f Ъ) 
3, 10, 0 
— i 
11, -22, 29 1, o) 
9, -27, 32 
13, -17, 26 
4 
1, 9, 15 
- 5 , 5, 9 
12, 26, 32 
7, 4, 4 , ъ ) 
9, 4, 3 
3, 3, 4J 
18, -9 , 0 
- 9 , 27, -18 
9, -18, 27 
c) Гl5, 20 1 , d) Гl, n l . 
[20, 35 J L°, *J 
\6y Levá strana má stopu rovnou s s 0, kdežto pravá strana s = n» 
b) © f a , 2b 1 . 8. a)f2, -23 1 
[3b, a + 3bJ |_ 0, 8 J 
© a ) U - l i , b )r«,.x,-i»,l. c 
[3/2 f - 1/2J J-s in x f cos x J 
B^A =1*8, 7 9 l . 
- 3 , 2 , 0 
- 4 , 5, -<-
- 5 , 3 , 0 
1, - 1 , 1 
-30, 41 , -34 
27, -29, 24 
0} A Г = '•[-:: 2] 
8
#
 VEKTORY A L1NEÁRKÍ TRANSFORMACE 
ae uspořádanou skupinu čísel %1$ x ^ $ # # # f x # Této skupině můžeme přiřa­
dit dvá matice* a to buS. matici Jt 
1/n tvaru * 
S ^ X 1 , X 2 I # # * , 3 C n^ * 
x/J f k terá je typu n / l f nebo matici typu 
n 
8 # 1 # Befinice# 1# Vektorem v n-rozměrném prostoru rozuiníme uspořádanou aku— 
pinu n č í se l x^9 x 2 # # # # f x^ f napsanou ve tvaru matice l i typu n/ l # (To znamenáJ 
že vektory ztotožňujeme přímo s maticemi typu n / l # ) 
2 # Přitom se uvedená č í s l a x 1 # x^ f # # # f x nazývají souřadnice vektoru Jt 
8#2# T ř i základní operace s vektory# Pro vektory v n-rozměrném prostoru defi­
nujeme t ř i základní operace: rovnost f s č í t á n í a s i a l á r n í násobení, á to tím 
2působemf že na vektory, ztotožněné s .maticemi typu n/1 aplikujeme přís lušné 
operace s maticeidU 
8 # 2 # 1 # Rovnost vektorů X ~ 
_ 
Xl ^ y l i X2 * 
a zapisujeme je symbolem 
?i 
y 2 » • • •» 
y l 
x » y n " n 
je vyjádřena n rovriiaemi 
(36) 
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8.2 »«-*'. Součet vektorů X a y je vektor tvoru 
bolen, X + y X 2 t y 2 
X n + y n 
8»2>3# Skalární souSin č ís la k s vektorem X*je vektor 
který stručně označujeme klt • 
Podobně se skalární součin vektoru X s číslem k 
stručně značí jfk« 
# Značíme jej «ym-
k x i 
k'x„ 
G.b. POZtlŘ¥XX. 1» Pro uvedené operace %B vektory platí pravidla 5*1 * 5»2* 
2# Dále s i všimněme, že každou matici typu m/n můžeme považovat za uspořádaný 
systém n vektorů v m-rozměrnéra prostoru anebo za uspořádaný systém m vektorů 
v n-rozměrném prostoru* 
8«4* Lineární transformace o dané matici* Necht A je matice "typu m/n a nechl 
X je vektpr v n-rozměrném prostoru^ 
Matice tvaru 
Ax (37) 
je zřejmě typu m/l# Můžeme j i považovat za vektor v m-rozměrném prostoru* Pra­
víme pak, že vektor X* vznikl z vektoru X lineární transformací %(popř# l ine­
ární substitucí) o matici A • 
Přitom při obvyklém označení prvků v matici A dostantip pro souřadnice vekto­
ru X vztahy 
X,* = a-_x^ + anoXfj •*" • • • :• a« x. 1 11 1 12 l ln n 
* * = a 
m m л * a 0 x^ • ••• + a x rfГѓ. 
(38) 
næ n 
8#5* Vztahy mezi operacemi s maticemi a lineárními transformacemi* 
V souvislosti s pojmem lineární transformace jeví se nám definice rovnosti, sč í­
tání, skalárního násobení a násobení matic, jak jsme je zavedli v kap 4, velmi 
přirozenými: 
. ^ 
8«5*1* Rovnost matic* Nedrt A , B značí matice téhož typu m/n. Transformuje-
~li lineární substituce o natici A každý vektor X v týž vektor jako lineární 
transformace o matici B , pak je A = B • 
Důkaz* Za daných předpokladů platí identické rovnosti 
- 2 j -
a iЛ + * l Л * - * aшxn m ъiЛ * biЛ * — + b lЛ 
a ac + a ~x, + . . * * a x • b ,x • b ,,x> • . . . + b x 
nu. 1 nt*s -- mr. n ml x m-- <- mn n 
Odtud plyntu, dosadíme-li např. x * 1, Xg = x_ * . . . * x = 0 , rovnosti 
a l l ' bll» *21 = b 2 l » — » • a m l * b m l ' 
Podobně dostaneme pro x . - 1, x. - 0 pro k / ;j vztahy 
Je tedy A - B . 
l;j = b l j » ••*' am;j S b m j ' 
8.5*2» Sčí táni matic, l*eclrb opět A $ B značí matice téhož typu m/n, kdežtp 
X j e libovolný vektor v n-rozměrném prostoru, X* (popř. X*111 ) vektor transfor­
movaný i vektoru X l i n e á r n í transformací o matice A (popř. B )• 
Pal: matice A • B ( t j . součet matice A B maticí B ) j e právě taková, že 
l i n e á r n í transformace o matici ( A + B ) transformuje vektor x ve vektor X**^ 1* 
Dfikaz. Z rovnic X*=Ax , V X*** B x plyne 
** + x** =Ax Bx « (A+B)x , 
jak plyne z pravidla 5*3.2. 
11 ' ' , ' ' ' i 
8.5*3. Skalární násobení matice číslem. Nechl A značí matici typu m/n a nech$ 
k j e libovolné Číslo. J e - l i X libovolný vektor v n-rozměrném prostoru, kdežto 
X* vektor vzniklý z vektoru X l i n e á r n í transformací o matici A , pak matice 
k A (jakožto skalární součin č í s l a k a matice A ) j e právě taková, že l i n e ­
á r n í transformace ó matici k^A tr ansformuje vektor X ve vektor k x • 
Dčkaz* Z rovnice X* * A x plyne 
kX* '• k(Ax ) « (k A )X • 
8.5#4. Kásobení matic. Kechl A značí matici typu m/n, kdežto B matici typu 
h/ku Dále nechat X j e libovolný vektor v n-rozměrném prostoru, kdežto X* vek tor 
vzniklý 2 vektoru X l i n e á r n í transformací o matici A & X** vektor vzíiiklý z veb 
toru if l i n e á r n í transformací o matici B • 
Bak matice B A í t j . součin iratice B s maticí A ) j e právě taková, že l i n e ­
á r n í transformace o matici BA převede vektor x ve vektor X** • 
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Díkazt Z rovnic X * * A * f X^ ix* plyni 
x**« §(Ax) - (BA)x # 
S»5#5» Inverzní matice^ Hechl A j e regulární čtvercová matice fádu n a nechí 
X značí l ibovolný vektor v n-rozměmém prostoru, kdežto X* j e vektor vznik lý 
vektoru X l i n e á r n í transformací o matici A • 
Pak n a t i c e A* , reóiproká ( inverzní) k matici A 7 J e pravé taková, že 3-ine-
jární transformace o matici A" převede vektor X# v původní vektor X * 
Důkaz* Z rovnic ** * A x , X*** A* X* 
x** = AM(Ax) - {Š?h)x « I x = x . 
8»5f6» Upozorněna Všimněme s i , že každý rektor v n-rozměmém prostoru se 
(libovolnou transformací o matici typu m/n převede ve vektor v prostoru m-rozměménu 
S. CHARAKT1Ž-R1ST1CKA KWHICE MATICE 
9«1« Transformace vektoru X ve vektor Ax • Kechl A značí l ibovolnou č tverco­
vou matici řádu n* Hledejme, zda ex i s tu j e v n-rozměrném prostoru vektor X , který 
se l ineárn í transfornací o dané matici A změní ve vektor X* ~\X 9 kde A j e 
[nějaké č í s lp* 
Všimněme s i , že v t é t o úloze j e pro A s 1 zahrnuta úloha u r č i t vektory, 
[které se l ineárn í transformací o matici A nezmění (nebol i j sou i nvar iantn í ) . 
Přitom ovšem nás zajímají v las tně jen nenulové vektory, j e j ichž souřadnice 
nejsou vesměs nuly* 
Označme prvky matice A symboly a . . , takže A s | a , , | • Každý vektor X , 
který má uvalovanou vlastnost, vyhovuje lineárním rovnicím 
X x i a a n x i + a i 2 * 2 + — + a m V 
Aҳ* « a ,x. + a 0 x . + ••• • a x 
тl nl 1 n2 2 nn n [neboli rovnicím 
( R n " л ) xi.+ V г * ••• + aшV o 
anlXl * V 2 * • - + ( a nn - X ) x n * ° 
(40) 
P r oto ex i s tu j•- l i vektor H s uvedenými v las tnostmi , musí být 
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1 1 
- A , a i2» •••» & l л 
a oi •••* (» - Л ) n ľ " n 2 ' " " • nn 
0 , 
(41) 
Levá strana tohoto vztahu j e polynom n~tého stupně proměnné A , takže (41) před­
stavuje al£ebraickou rovnici n-tého stupně pro neznámou 31 . 
S.lm Definice, Algebraická rovnice n-tého stupně pro neznámou X , vyjádřená 
ve tvaru (41), se nazývá charakter is t ická rovnice ,(popř# sekulární rovnice) 
matice A . £pokud je matice A symetrická)# 
Příslušný polynom proměnné A se nazývá charakterist ický polynom matice A # 
Budeme j e j stručně značit ifi (J\ ) , takže p l a t í 
<j>Ú) » | A - A E | # (42). 
Z předešlého odstavce S#l# plyne ta to věta? 
9#3# Věta, Když se nějaký nenulový vektor X transformuje l ineární subst i tucí 
o matici A v e vektor Ax , je č í s lo A kořenem charakterist ické rovnice (41), 
kterou stručně píšeme v maticovém tvaru 
l A - A E l = o . (4i*) 
Přitom se vektory X přís lušné ke každému charakteristickému kořenu A vypočtou 
ze soustavy rovnic (40)* 
8#4# POZtiAMKA» Jsou- l i X., X^* # # # t A kořeny charakter is t ické rovnice 
(41), pak zřejmě p l a t í vztah 
«f(A) * ( - D n ( A -Ä x ) ( A - X2) . . . ( A - Л n ) . (42*) 
P&ÍKLAD 9# Určeme všechny invariantní vektory vzhledem k lineární transformaci 
o matici A = Гe, зl. 
|т. 4J 
Řešení. Charakteristický polynom 
8-A , 3 I = A 2 - 12 A + 11 = (A - 11)( A - 1 ) , 
7, 4 -A 
f 
takže A x = 11, \ 2 = 1. , 
«f(A) -
í¥o A^ s 11 dostáváme soustavu rovnic 
- Зx^ + Зx2 = 0, Jx^ - 7-.2 = 0, 
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takže x 1 * x 2 » t f kde t je libovolné čís lo* 
Podobně pro X% m 1 dostáváme rovnice 
7x1 + 3x2 * 0 f 7x x + 3x> * 0 f 
takže x^ * - j x neboli x «• 3 t f x^ * - 7 t . 
Všechny invariantni vektory jsou tedy tvaru j 1 1 f 1 3 1 J 
bovolné číslo* L* J t 7 t J 
f kde, t značí l i -
io> ORTOOCKXIHÍ MATICE 
10*1* Délka vektoru* V euklidovské geometrii se každému vektoru v n-rozměrném 
prostoru přiřazuje u r č i t á délka, a to tak, že délkou vektoru X 
zumí nezáporné č í s lo 





Čtverec délky vektoru x je tedy 
n - [-.*-.*•••*-.] -"• 
kde X1 j e matice transponovaná z matice X • Je to zřejmé matice typu 1/1 • 
10*2, Definice ortogonální matice* Lineární transformace 
X* « ttx (43) 
o čtvercové matici II se nazývá ortogonolni, má-li vždy transformovaný vektor 
IX* tutéž délku jako původní vektor X neboli (jinými slovy), když tato t ran­
sformace zachovává délky vektorů* 
V tom případě se také matice R nazývá ortogonální* 
Lineární ortogonální transformace jsou pro euklidovskou geometrii velmi dů­
l e ž i t é vzhledem k tomu, že se v n í studují v la s tnos t i útvarů (např* vektorů, \ 
l ineárních prostorů, křivek a p # ) , které se lineárními transformacemi nečiní* 
10*3* Věta o ortogonální matici* 1* Matice ti j e ortogonální, právě když 
p l a t í vztah É 
%'* * r . (44) 
2 # Ortogonální matice je vždy regulární a její determinant lil má hodnotu buS 
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• 1 nebo -!• Podle toho se ortogonální matice H nazývá v l a s t n í ( j e - l i | R | ~ 1^ 
nebo nevlastní ( j e - l i i R l * - 1 ) . 
3# V determinantu | R| každé ortogonální matice R j e algebraický doplněk 
libovolného prvku roven hodnot© tohoto prvku, j e - l i R v l a s t n í ortogonální 
matice, popř* záporné hodnotě uvažovaného prvku, když R j e nevlastní ortogo­
náln í matice. 
Důkaz* la) Budiž X* * Rx ortogonální transformace, takže je 
Wf . Ixl1 
neboli (XTX* s X1* • 
Odtud máme ( * x ) ' R x *= X*X 
neboli podle (18) j e X*(#K)x * X»X. (45) 
Tato rovnice j e zřejmě splněna, p l a t í - l i vztah WRs t • Je tedy platnost 
rovnice (44) dostačující podmínkou k tomu, aby l i n e á r n í transformace o matici 
R byla ortogonální. • x 
1b) Ukážeme, že rovnice (44) j e nutnou podmínkou pro ortogonální transformaci. 
Označme prvky matice RRznaky o . , , kde j , k «. l f 2 f # f , # f n . 
Protože je (R*R) s R*R f je matice R*R symetrická, takže 
Cjk " C kj-
Zvolme za vektor X vektor C. , jehož všechny souřadnice jsou nuly kromě j - t é , 
k t e r á je x , = !• Pak na levé straně rovnice (42) dostaneme 
I 0, ..., 0, 1, 0 , ..., 0 J . 
•j 
c l l » • • • 1 c, l n 
• • • 
• • • 
c n ł ' • « • , c 
nn 
kdežto na pravé straně bude 0, •••, 0,1,0, •••, 0 
0 1 
if • M 
Odtud máme c . . * 1. 
Zvolme nyní za vektor X vektor, jehož všechny souřadnice jsou nulové kromě 
souřadnice x a x , , přičemž x . s x, s 1, kde j < k* Pak na levé straně vztahu 
(42) obdržíme 
[ 0,..c,l,ü,««« f l f ü f # . # f O '] c l ľ '••» c l n 







= C . . + C, . + C , '+ Ł , 
I ;J;J kj O^ kkl 
Zatímco na pravé straně t>u<-« X%* " - [ 2 ] . 
^ ^ > ,°JJ * °kk + c;Jk + ck;j " 2 -
Protože vsak o. « CL. « l i dostáváme z předešlé rovnosti vztah 
' .'"*"" v 
Odtud vzhledem k vztahu c ^ ** c, . plyne c. a 0 pro j t k# Je tedy iťt* E> 
jak jsme měli dokázat. 
2 # Z rovnice R R - £ bezprostředně plyne 
irtuiRiki-iEi-i. 
Protože pak | t f | * l t | f je l t l * « 1, odkud | t l » - 1. 
3. Protože matice t je regulární, plyne z rovnice Rft s E násobením zprava 
matici K vztah , ^ . __j 
*• (Hlť) - E ť 
a odtud t s IP • 
Avšak *-* _ 1 mA. n - + .,,. o 
takže t 1 s í adj R , (46) 
přičemž plati znan.ónko + f když t je .vlastní, kdežto znaménko - f je-li R 
nevlastni ortogonální matice. 
Značí-li r., prvky matice R f kdežto R., algebraický doplněk prvku r., v 
JK JK JK 
determinantu IRI f je v j-tém řádku a* k-tém sloupci matice na levé straně 
rovnice (46) prvek r.. f kdežto na pravé straně číslo - R,.. Je tedy (pro j fk * 
a l f*- f... fn) 
rjk • *- V '«) 
PftÍKLAD 10. Ukažme, že transformace o matici t ~ T cos W f sin w\ f kdé io 
[j-sin,* f cos ípj 
je libovolné číslo, představuje vlastní ortogonální transformaci, která značí 
rotaci v euklidovské rovině. Určíme všechny vektory, které se při této tran­
sformaci nemění (neboli jsou invariantní). 
Ušení. Zde je 
l i t * [ c o s {f f - sin tf JI cos * f sintf * f l f O j * £ • 
I sin * f cos ii J I -s in <f f cosi I 0 , 1 J 
Protože | t | « cos ý • sin *f = l f jde o vlastní ortogonální matici. 
Příslušná lineární transformace X* * t X je dána rovnicená, 
X* • * cos lf • x, sin lf, 
X* » - x. sin tf • Xg cos (* • f 
- 33 - ^ 
a představuji r o t a c i v euklidovské rovině 
(obr* 1)# P ř i té to transformaci se pro 
^ f 2k# t kde k je celé č i s l o , neměni 
pouze jediný vektor, a to nulový vektor 
O m\Q% OJ . Vskutku, nemá~li se nějaký 
vektor X * 
měnit, j e 
p l a t i l y rovnice 
x 
uvedenou transformací 
nutné a s t a č i , aby 
x. cos Ф + Xj s in Ф 
X p s - x sin \D/+ x . cos tp , 
tj# aby jeho souřadnice hotely rovnicim 
obt\ł. 
X-(1 - GOB Ф ) - ae, sxn Ф = 0 , 
c. s in \D + x^ (1 - coв if ) =• 0. 
Determinant t é to soustavy je 
2 2 2 2 -
A * (1 • cos \0 ) + s in \Ď * (1 - cos \Ů ) + (1 - cos <P ) = 2(1 ~ cos tP) s 
* 4 s in -£• , a pro 0 f 2k3f j e A / 0# V tom připadě je x..
 & x^ = 0* 
I&ÍKLál) 11* Určeme všechny vektory, k teré se neměni p ř i transformaci o matici 
% s i cos V t s in ip 1 , která je ortogonálni nevlastni* 
Řešeni* Zde j e 
[ tf , i  <j>| , s in [0 , •• cosd 
t M s Tcos <0 , s in (0 
L t sin '2 
1 TcOS Kß 




sin vP , - cos tf J [0.f 1 J 
přičemž j R | = - cos i0 - s in s0 ~ - 1, takže jde o nevlastni ortogonálni ma­
t i c i * Přisluěná transformace j e dána rovnicemi 
>Cj « X. cos 10 * Xg s in 0) , 
><£ = x- sin tf - x^ cos \Ď . 
J e složena z rotace 
tf-xlCOstf _ 
*ft * - x. s in iO * Xg 
a ze symetrie vzhledem k ose X. 
V tomto připadš ex i s tu j i vektory, které jsou vzhledem k subst i tuc i (48) inva-
r iantni? Vskutku f z rovnic 
a.2 s in $ f 
x- s in IP - x^ cos \D 
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in Ф 
cos 
* ! = x l c o в 
plyne ... . 
r XjU - cos \ů ) - Xg ain \Ď * 0, 
x 1 s in 10 - Xg (1 • ooB \Ď ) «- 0. 
Determinant soustavy je 
A • • - (1 - cos2«P ) • ain2«0 * 0. 
Pv»oto řešení obou rovnic je při libovolném A tvaru 
x 1 « X sin U> , Xg • A (1 - COB 
Jsou tedy invariantní všechny vektory tvaru A sin 10 
Ml - C0B»j)J 
1(M* Věta o charakteristické rovnici ortogonální matice R * Je- l i libovolná 
ortogonální matice R reálná* pak všechny kořeny A. charakteristické rovniae 
|R - XEI * 0 mají absolutní hodnotu rovnou 1, takže je 
k (49) 
kde <j>k značí (pro k * l f 2 f •*., n) vhodné reálné číslo* Přitom imaginární 
kořeny jsou po dvou komplexně sdružené* 




(R-AE Г 1 * adj( R - A E ). 
R - A E l 
Prvky matice adj( R - AE) jsou (podle definice adjungované matice) algebraické 
doplňky prvků v deterndnantu ( R— A E | • Jsou to tedy polynomy stupně nejvýše 
(n-l)-ho v proměnné A * Proto prvky matice ( R - AE)~ jsou racionální lomené 
funkce v proměnné A a dají se tedy r o z l i t t v částečné zlomky* 
Necht Ad značí libovolný kořen rovnice | R - A E I * O a necht tento kořen je* 
h. - násobný* Pro společného dě l i te le všech minorů (n-l)-ho stupně, v determi­
nantu I R -XElnechl je kořen Aa celkem h^-násobný (přičemž může být hp * O)* 
Tedy pro č i t a t e l e každého prv-ku v matici ( R - A E ) j * tento kořen aspoň hg -
-násobný a pro č i ta te le aspoň jednoho prvku v této matici je právě h^-násobný* 
Derivace determinantu | R - AE I podle A je rovna součtu n determinantů, z nichž 
k-tý má v k-tém sloupci derivace prvků podle A t tak|e 
D J R - A E | - * 
'-" » Г 1 2 » •••» 
o, 
•121 
r 2 2 — A •,«•«, 
ln 
0» r, n2 » • • • » nn 
Г 2 П 
» • • • • • 
- A 
• ... • r i i - Л 
Г2l» 
lnl« 
» r;j2» • • •» 





I • • • 
- 1 
- 3 5 -
Proto ja tato dsriTacs rovna součtu minorů řádu n-1 T datarminantu |R ~AEj 
ft j i tsdy dělitelná Týrazam 
( A ~ \ ) \ 
Proto A<>ja aspoň (hg # 1 ) • Báaobným kořsnsm romnics \% - A f e l s 0. Odtud 
p3y»sf žs ku > hg* 
Položíms-li S6 -« h. - h^( > 0 ) , buds rozklad T částsčné zlomky liboTolaého 
prrku c., T matici ( R -AE )~ traru 
ІŁ ^ L 
kda a,.,f b - značí Thodné čí ala a kda nanapsané členy* obsahují kořsnorého čini-
t s le A -'A* s sxponsntsm m > 1 - & a kromě toho koř snové č in i te le patrici 
k ostatním kořánům rornica | H - AEI * 0# č í s l a a,,, (pro j f k = l f 2 f . # # f n ) 
nsjsou Tssrcěs roma nula, nsboí pro č i t a t s l s aspoň jsdnoho prrku T matici 
( 1 ~AE )~ js^kořsnsm právě h^-násobným, takžs rozklad tohoto prrku T čá­
stsčné zlomky ob sáhu j s zlomek 





přičsmž matica h m 
Pr©to je 
a a 
11 . ln , 
ÜИCF •— - • CПЇУ '•• 
nl &. zш 
*11» ••*• * l n 
Ix^ř ÍFxJ^ ••' 
I* ^ » tj» J« nWiulová. 
nl » •••» nn 
1-1 
Odtud náaoboním matici R -AE * ( R - AJE ) - ( A - A0) £ plyn* 
E * ( A . \ y - [ ( R A - A 0 A ) - ( A - A0 ) A • . . . . ] 
( A - A 0 )
C E - ( R A - A . A ) - ( A - A J A + . . . . 
noboli 
Odtud porovnanim ko«fici«n<tí. při ( A - A0 ) obdržím* 
ntboli 
ŘA-Л0A - 0 
RA = Л0A, (50) 
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Heoht \ znáči čielo komplexně sdružené a číslem \ a A matici komplexně sdru­
ženou • matioi A > takže A * 1 i „ || • Protože R ;je podle předpokladu re­
álná, ;> I " t , takže s rovnice (50) plyne 
RÍ *5j5 , (51) 
odtud tranBformovánim dostaneme _, . - -, 
A I - AjA , 
Eásobíne-li zprava tuto rovnici rovnici (50), dostaneme 
R'(ťR)A *\*Jth 
neboli ř A U - * . * • ) - 0 
-Medem k tomu, že ť R - E • Protože V A/-O (nebol A / 0 ), musi být 
\ \ m 1. 
Odtud plyne, Že kořen X0 má absolutní hodnotu rovnou 1* Protože rovnice 
R-XEl- 0 má reálné koeficienty, jsou imaginárni kořeny po dvou komplexně 
sdružené* 
10.5» Věta o tvaru vžech ortogonálních matic. Všechny ortcgonálni matice 
R (řádu n), pro které plati | R +E I ř~Q, se dějí vyjádřit vzorcem 
•••fřf • w 
kde T znáči libovolnou poloflouměrnou matici řádu n, která hoví vztahu 
| E * T | *<>. 
Důkaz. 1. Kechl R ;je libovolná orto£onálni matice řádu n, pro niž plati 
I R - E l / 0 . 
To znamená, že charakteristická rovnice matice R nemá kořen A • - 1, takže 
neexistuje nenulový vektor X , který lineami transformaci o matici R přejde . 
v opačný vektor -X • 
Utvořme pomoci matice t matici T tvaru 
T * (t - t u t * tr 1. 
Odtud násobením zprava matici ( E + R ) dostaneme 
T ( t * t ) - E - t . (53) 
Přechodem k maticím transponovaným obdržím* vztah 
. ( t + t Í T 1 - ( E - t ) ' 
neboli ( E + t ^ T 1 - E - ť 
Násobme zleva poslední vztah matici t • Vzhledem k rovnici t t = E 
obdržíme . 
, (M)ť-Mi , 
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' ' ' . ' * ' * 
takž* po vynásobení zleva,inverzní matici ( R + E ) doatan«m* 
T» - - ( R • E r x ( E - R ). 
Matic* ( R + E )" , E - R jsou zaměnitelné, nebol plati 
< R * E H E - R ) - R + E - Rf-R* i f - R*« ( E - R )( R + E ), 
což znamená, že E - R , R+ E ;Jaou zaměnit*lné, a tudíž také ( R + E ) " l t E -R 
;jaou zaménitelné. Proto ;j* 
T ' « - ( E - R H R i E ) " 1 - ^ . 
J* t*dy matic* T polosouměrnó. Kromě toho matic* ( E + T ) ;j* regulární, nebol 
J # E +.T^ ( E * R ) ( E + R)"1+ ( E - R ) C E * t r 1 " -
•- ( E ^ R + E - R H R + R ) " 1 = 2E( E+RT 1 , • 
takž* . , 2n 
|E + T| * \l+%\ r*0. 
Z* vztahu (53) dostávám* 
T+TR- E-R 
n*boli R + T R - - E - T , 
( E + T ) R * E - T . 
Přotoí* ( E +T ) ;j* r*gulární, *xistu;j* ( E + T )"" a platí 
R - (E + T r ^ E - T ) . 
Matic* ( E + T )"* t ( E - T ) ;jBou zaměnitelné, takž* poslední vztah můžeme 
psát v* tvaru 
* E+T * 
2. Budiž T libovolná poloaouměrná matic*, pro niž platí | E + T | 7* 0. Uká­
žeme, ž* matic* ^ p _j f5p\ |7f 
jt ortogonální a máti ca ( E + R ) regulární* Vskutku, zřtjmš j# 
RP- [ ( R - T H E + T T 1 ] 1 - [(E^T)- 1 ] ' ( E - T ) ' = 
* [ ( E * T . ' ] ̂ ( E + T ) M E - T r H E + T ) , 
takž* 
R'R - ( E - T )-1( £.• T )( E + T rht - T ) - E. 
Z toho plyn*, ž* R ;J* ortogonální. Dál* z* vztahu (52) plyn* 
E - T « R ( R + T ) « ( R + E - E ) ( E + T ) M R + E ) ( E + T ) - ( E + T 
a odtud 
(R + E H E + T ) «2 E . 
Proto I i 2n 
|R + E|*- tg ^ TI•••'"" ^ °* T i m j * v š 1 * d o k a a a n a-
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PftÍKLaD 12. Napišme explicitně výraz (52) pro ortogonální matici I řádu n * 2. 
Řečeni. Každá poloeouměrná matice řádu 2 je tvaru 
T - Гo, u *] 




kde u značí libovolné číalo. Přitom jt 
I I * T I « I I , u I 
|-u, i I 
takže budeme předpokládat, že 1 + u2 / 0. 
Je tedy t + T - f 1, u"| , 
ad;j(l + T ) - f l , - u l , 
L«> - J 
( E*T f 1-- 1-* \1' 
1 + u I u, 
Příslušná ortogonální matice K bude podle (52) tvaru 
* - T i , -u 1 Ti, -u 1 JL_-._1 








 2 * 
+ u 
2u 1 *
 2 * 
+ u 
1 + u 1 + u 
-2u 
1 + u2 
2 
*i 2 1-u , - 2 u 
2дi, 1 - U 
l + u 2 
Dosadíme-li stm u * tg -jr 9 obdržím* 
# 
• « TCOB y , - sinij • 
[ sin tû , coa if] 
Tím jsme obdrželi všechny ortogonální matice 2. řádu, které vyhovuji rovnici 
|R + E | ý 0. Vidíme, že jsou to právě všechny vlastni ortogonální matice. (Vi» 
př. 10.) 
PfiiKIAD 13. napišme explicitně výraz (52) pro ortogonální matice II řádu n • 3» 
Řešeni. Poloeouměrná matice T řádu 3 je tvaru 
o, u, V 
-u, 0, t 
- • t - t , 0 










•-1 + u5 |-1*T|. 
| - T , T , , A
takŽt budtmt přtdpokladat. za j t 1 + u 
i* . . r- 2 




(E-T)*d;j( E + T ) • 
2 • t2 t o. 
г i + t 2 , 
u-vt, 
v+ut, 
1 , - U , -V 
u, 1, - t 
V, t , 1 
l * t , -u-vt, 














2 2 2 
l-u +V - t , -2t-2uv 
2 2 2 
2t-2uv, 1+u -v - t 
1+u^+VЧt2 




2 2 2 
1-u +v - t , -2t-2uv 
2t-2uv, l+u 2 -v 2 -t 2 
přtdttavujt vštchny ortogonální matict řádu 3 , pro něž ;ja | E + E | / O. 
11. UKITXRKÍ MaTICE 
11.1. Harmitovaki délka vtktoru. V htrmitovBkó (ntboli parabolické) gaomttrii 
flt obvyklt uvažuj* o imaginárních vak torach na rozdíl od tuklidovtké gtomttrit, 
kdt uvažované vaktory ;jeou obvykla rtálné. 
délku 8 * 0 vzor ctít 'V harmitovaké gaomatrii přiřazujama každému vaktoru 






kdt xY značí kompltxně adružanó č ía lo a číalam x^. 
Srubá mocnina a délky vtktoru X ;Jt tady rov** součinu matict 8 ' B maticí X . tj 
I 1 
[ш2] * JPjt . (55) 
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11.2. Dtfinict unitární tranaformaca. Lintárni transformact 
xM-Ux 
o čtvarcové matici U ss nazývá unitární, když tranaforoovaný vtktor X* má 
tutéž harmitovakou dálku jako původní vtktor X • 
V tom připftd& et taká matict U nazývá unitami. 
11.3. Vôta o unitární matici. Ыatica 
û'u«i . 
U;j. unitární,právě když plati vztah 
(56) 
Důkaz. 1. Nachl 
x*«Ux 
znáči unitární -transformaci, takža plati 
Odtud 'plyna 
(X* ) 'x*--x' X. (57) 
( 0 * / (Ux) «x'x 
X'(UU)X »- X/X . (58) 
Zvolímt-li x " » , , kdt #, znáči vtktor, jahož větchny souřadnica jsou nuly 
mimo ;j-tou, kttrá ;jt rovna 1, dootantmt (podobná jako u ortogonálních matic) 
pro prvky o., matict U U vztah 
Zvolímt-li však za X vtktor * „ , jahož všachny souřadnica jsou nuly kromé 
souřadnica ;j-té a k-té, ktaré jsou rovny 1, obdržímt (podobně jako v důkazu 
rěijf 10.3) ralaci (pro j t k) 
°jk * °kj * °V 
Jvolímt-li kontčně z* X vtktor, jthož vštchny souřadnica jcou nuly kromě j - t é f 
ovnó 1, a kromě k-té, rovné číslu i , obdržímt podobným způaobtm pro j /* k 
rztah 
°jk - °k3 * °-
ta tady c, . * 1, c , v « 0 pro j j- k, kda j,k " 1,2,...,n. Tím jsmt dokázali, ža 
Jj. J1-
latí vztah (56). 
2. Ja-li splněna rovnict (56), pak plati vztah (561 a. tudíž i vztah (57). 
o však znamtná, žt X*= Ux ja unitární transformact a matict U unitární. 
fiÍKLAD 14. Určíma vstehny unitární matict řádu n • 2. 
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íleáení. Ja - l i uatic* ¥ • ["u,.,, u.-"! unitární, pak podle (56) plat i vztah fuii' v ] 
'12* ."22 J L ^ l 
Proto prvky Uj. , u - splňuji rovnice 
U11U11 + ^ l ^ l * 1» • U12U11 * ^22*21 * °» 
hl*U + U2l u22. * °» S12U12 * %«*«« * l ! 
(sa> 
Z těchto vztahů především plyna, že u., u^2 máji stajná absolutní hodnoty. 
Ja tot iž 
U11U11 * U l A l ( u l 2 u 1 2 * ̂ 2*22.* * U11U12*U11U12 * U11U11*U22^2 * 
' • W V l ž + "lAl'^2^22 * ̂ l ^ - ^ ^ l + ^ l l ^ l ^ i " 
* ( U11U11 * ^ A l ) u22*22 = U22U22 * 
Odačtams-li první od posltdní rovnic* soustavy (59), dostantms z přadsšlého 
vztahu rovn ici U12U12 * ^ L ^ l * 
To znamtná, žt též Čísla u ^ u ^ . BÁJÍ stojné absolutní hodnoty* Proto označímo-
lu-jJ * u f lu^ l * v f kdt u ̂  0 f v • 0 f můžtoa psát 
u l l m u • ̂  * u i£ * v * ̂  ^ ^ 
U21 * T ̂  » ^ 2 * u ^ 
přičemž tff o; f O tu) jsou vhodná reálná čísla. Z ralací (59) dostáváme 
« 2 « - 2 - i , . % - f <,.*«•>-<,>-o (6i) 
Existuj* proto takové 4>*<C°» ^ - ) i ž t :J* 
u -- cos f , v » sin ^ • 
Z druhé relaca (61) plyna (pro uv Z O) vztah 
Y - Y ~ < 0 - < } + ( 2 k + 1)JT , 
kde k j« libovolné calé č í s l o . Přitom č ís la <p , u> , 0 , u) jsou rovnicami (60) 
určena až na. calé násobky č í s l a 2 * • Můžeme tady v poslední rovnici vynechat 
člen 2kar , takže je 
Odtud plyne f * <P * 2* , tt> » 2 K + A - JT . 
Píšeme-li f » f.j - T. , ^ * ^ - T , 
obdržíme f =- ̂  + T , u> » ty + T - ar , 
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Rovnice (60) př*;jdou v rovnic* (kd* ;jsm* u t f i p vyn*chali indexy) 
u^-.^r^W, v - .
i ( r T >...•, 
u 2 1 -.
i ( r T ) . in4>, u^ - - . i ( r ^oo. •. 
Naopak,pro kftždá raálné čisl* $ » <f» P | T j i matic* 
u. r.^f- îoo. *, - I <Ť* T , -I.+ 
. i (rT>.i„4., - . i ( r T ) o . . + 
unitami, ;jftk s* anftdno zjisti výpočtam. Proto mfttica (Gž) představuje všechny 
unitami matic* řádu n * 2. 
(62) 
11.4. Věta t> charakteristické rovnici unitami matic*. Všechny kořány cha­
rakteristické rovnic* | U - AE | * 0 každé unitami matica U ma;ji abaolutni 
hodnotu rovnou 1. 
Prvni důkaz. Uvedené tvrzení se dokáža podobné, jako u ortogonálni matica (věta 
10.4). Vskutku, je-li U libovolná unitami matic*, existuje rozvo;j 
(U -XE)"1 » ( ^ y t A * '••' í 6 3 ) 
* 
kde Xa j« libovolný kořán charakteristické rovnice |U-XE|-- E , kda je K * 1 
a A / 0 ;ja regulární matica. Přitom nenapsané člany obBfthu;ji koránové činitele 
X - X, v mocnině > - ec. a kromě toho další členy příslušné k ostatním kořánům* 
Násob íme-li rovnici (63) mftticí 
U-Ai - - ( X - X „ ) l + (U-X.E ), 
obdržíme (U -A»S )A 
* (*-*eV * * " 
-K 
a odtud porovnáním ko#ficitntů při ( X - Jl0 ) plynt 
U A - ^ A - O . 
Proto ;je UÁ • X0A, 
takžt 
iVUA-^V-fA. 
Protož* U U - l a A ^ O , dostávám* odtud 
\A0 * I Aj « i. 
Druhý důkaz. Označm* symbolem $? v*ktor [ l , l , . . . , l ] v n-ř0zm
ěrném prostoru. 
• \ - 4 3 -
Pak pro libovolný vaktor plati 
*'* Ł [ x l + ł 2 4 — * X n - 3 
H«eht \* «.+ i|S , kde «,, (i jsou vhodná reálná Čísla, je libovolný kořán 
charakteristické rovnic* . . 
I U - ^ E I - O , 
* I * i ъ i 
a + ib 
.. ш , -» 
;j« příslušný kde U ;J« libovolná unitami matic*. Ntelil a + i b * 
invariantni v«ktor lineární transformace o matici 
U i přičemž souřadnic* uvažovaného v*ktoru nejsou 
v*amée nuly a čisla a. , b^ jsou reálná. Proto j * 
(ot + i ji ) ( a + i b ) * U ( a + i b ) . 
Odtud mám* o .? . . •-
*{**+ ť ) • ( a + i b ) ' ( a - i b ) - (a+ib) U'U(a-ib) -
- [ U ( a + i b ) í [ O ( a - i b ) ] «[(*.+i(S) (a+ib )] ' [ U - i/•)(•- ib)] 
«-( **+ (i*)(a+ i b f t a - i b ) - ( *••• f ) « \ a a + ť ) . 
Protož* **( a*+ lř) > 0 f dostávám* 
«,* + p** i . 
11.5. Definic* hermitovské matic*. Čtvercová matica H se nazý-á hermitovská, 
plati-li 
ł ť - Я , 
tja jsou-li prvky h.. v hlavní diagonELt matica M raálné, kdtžto prvky h.k 
jaou pro j f k komplaxně sdružme s prvky h, .f takž* ja (pro j t k) 
11.6. Věta. Kechí V je libovolná unitárni matice, pro niž |U + E | t 0. Pak 
existuje taková hermitovská matice H , Že plati 
a) matice E - i H je řegulárni a 
.. . E+ iH 
ь) E - І H • 
(64) 
Důkaz. Pomoci dané matica U utvořme matici H tak, že 
H - K E - U K E + U r 1 
Odtud násobením zprava matici E + U obdržíme 




Zamanou -i za i plyna 
11(1* I ) - - i ( E - Í ) . 
Přtjdtmt-li k transponovaným matioim, dostantmt 
( i * ř ) i i , - i ( i - t ) . 
Násobanim zlava matici U obdržimt pomoci vztahu ttv = t vztah 
( U • t ) ff » i( t - U ). 
Odtud násobtnim zlava matici ( U * t ) plyna 
A'- i(u +1rHz-V)* 
Matioa U * t , E - U jsou zřtjmě zaměnittlné. Proto jsou zaměnittlné i matic* 
( U + t) - 1» t - U , takža podlt (65) ;j« 
I ř - i d - u j t u + t r 1 - M . 
xitboli H * H • To znamtná, žt matict H ;ja hsrmitovské. 
Dala ukázané, ža matict E - iH ;jt rtgulórní. Jt totiž 
t - i H - ( i * U)(t + u r 1 * (E-u)(E + u r 1 = 
« ( ^ u t t . u ) ( E * u r 1 * 2 E ( t + u r 1 , 
«.!• | t - i H | * 2 n | t + U | " 1 ^ 0 . 
Zt vztahu (66) pak plyna 
( H + i t ) U - i t - H 
nsboli (po vynásobtni čísltrn -i) 
( E - i H ) U = E+ iH. 
Odtud dostávám* dokazovaný vztah (64)# 
11Л# .V ta* Všachr.y unitámí шatict U řádu n \ 2, pro n ž j« lu • ł | ЃO, 





|kd# M ja htrmitovaká matica řádu n f přiбaшž ІE - i H | / o . 
Důkaz. 1. Ja-li U unitárr.i, dokázali jsrnt v přadaslé větě, žt ;ji lzt peát vt 
tvaru (64). 
2, Dokéžtma nyni, žt matict U tvaru (64) ;ja unitami za přtdpokladu, žt 
E - i H ;ja ragulárni a, H ;ja htrmitovská. -
E- iH 
P i l T 
Vskutku, přtdně ;jt U »- -?" * " 
fi'_ g - i H # 
- 45 -
Protož. | | ;J« harmitovBká, ;J. $ - U , takž. bud. 
Q' - fe- iW y £+ ÍM 
a odtud •• 
ÍU = E . 
To znamená, ž. U ;J« unitární. Tim ;J. věta dokázána. 
11.8. POZKaMKá. V obou př.dcház.;jicich větách 11.6 a 11.7 jam. předpokládali, 
ž. matic. U + £ ;J. r.£ulámi. V dalši větě B. tohoto předpokladu zřekneme. 
11.9. Věta. Všechny unitárni matic. U řádu n l z . vyjádřit vzorem 
kd. II značí hermitovakou matici řádu n a kd. tt ;J« raálné čislo. 
Důkaz. Nachl znáči libovolnou unitami matici řádu n, takž. ;J« 
VV - £ . 
N.cht <P ;J. libovolné raálné čislo. Dokáž.m., že matic. 
v = .-Tu 
j . též unitami. Vskutku, n.bol plati 
& odtud •# T§ ^ 
Dál. ukáŽem., ž. ;j.-li \ koren.it. charakteristické rovnica matic. U , pak J .̂XT 
j . kořenem charaktariBtické rovnic, matic. V * • ' U • 
Vskutku, podle věty 11.4 jsou všechny kořeny charakteristické rovnice mati­
ce U traru . i ± 
přičemž iP. znáči vhodná reálná čisla. (přip. i stejná), která jsou určena až 
na celé násobky čisla 2r . 
Proto můžeme zvolit takové reálné čislo \f , že pro k *- l ,2,. . .,n je 
t k * ? * * Uod2ar) 
t;j. takové U> , že žádné z čišel 
fl + f . f2
 + f Tm*T. 
ae nerovná lichému násobku čísla jf • Pak žádné z čísel 
ei(f<*?> , .«**T> »ilf-*V llf 
není rovno -1; to znamená, že charakteristická rovnice matice V s e TU , 
- 46 -
kde i* ;je pravé zvolené čislo, nemá kořen -1. Existuje proto harmitovská matice 
H tak, že ;je |E - iH| t 0 a plat.Í 
V = e ^ U - - | - t - | | 
n e b o l i u „ e-ifJĽLjJL 
6 E - i H 
, což Jsme měli dokázat. 
SŘÍKUD 15. Vypočtěme (explicitně) všechny unitami matice rádu «-• , 
áesenit Zvolme takovou libovolnou hermitovskou matici řádu <£, aby by lo |E~ l i l i Ĵ  
teuy m a t i c i u Ъ + i c 
Ъ - i c , 
přičemž a , b , c , d j sou r e á l n á č í s l a , vázaná vztahem 
E - І H - 1 - i a , - i b + c 
- ib - c , 1 - i d 
Ѓ 0 . 
(CO) 
(6S) 
To znamená f že musí p l a t i t 
1 + b 2 * c - ad - i (a + d) f 0 , 
takže aspoň jedno z č í s e l (a + d ) , (1 + b, •• c - ad) j e různé od nuly# 
J e - l i a •+ d ~ 0, t j * d *• - a , pak zřejmě 
1 + b 2 * c ~ ad ^ 1 . 
J e - l i 1 + b * c - ad s 0 , pak j e 
ad * 1 + b 2 * c 2 > 0, 
takže obě č í s l a a f d j sou pak od nuly různá a mají s t e j n é znaménko* Proto 
a + d f 0* 
Vidíme tedy, že a l zvolíme | | j a k k o l i f j e vždycky s p l n ě r / v z t a h (69)# 
Dále j e 
1 - i d , ib - c adj( E - i W ) -
i b + Ci 1 - i a 
takže 
( E + iH)adj( E - i H ) = 1 + i a , i b - c 
ІЪ + c , 1 + i d 
1 - i d , ІЪ - c 
i b + c , 1 - І A 
1 + ad - Ъ 2 - c 2 + i ( a - d ) , 
-ž(c + i b ) , 
Proto 
u E + І H " E- І H 
l+ad-b - c +i(a-d)  
l -ad+b 2 +c 2 - i(a+d) '. l-ad+Ъ 2 +c 2 -i(a+d) 
- г{c - ІЪ) 




l+ad-b2-»Л. i ( a - d , 
, f + c - i (a+d) l-ad+b*+ c*-i(a+d) 
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je explicitní výraz pro všechny unitární .matice druhého řádu. Tento výraa mm 
ovlem iá převést na transcendentní tvar (62) , uvedený v přikládá 14• 
U. PQMáW& 0 MATICÍCH iteÍDfijíCÍ CH DANOU MATICI V aSB£ 
12.1. Definice. Kecht A je dani Čtvercová ©atice, řádu n# Uá-li nějaká čtvei>-
cová matice P řádu n takovou vlastnost, Že 
P § AP*A f (70) 
říkané, že matice P převádí matici A v sebe. 
Je-li přitom determinant|P| m • l f pravíme, že transformace matice A v sebe 
je vlastní. Je-li však | P | «• ~l f mluvíme o nevlastní transformaci matice k v sebe, 
Všimněme si nyní některých vlastností mt ice P f která převádí regulární 
matici A v sebe. 
ж ,2. Věta. lìechìi matice P převádi refulárni matici A v вeЪe. Pak plat i 
tato tvrzenií • 
1. determinant l » l - І i , 
2 . matic P a 
• 
( Ä" A ) jsou zam ni te lné , 
( A"4 A') P * P ( A ч 
takže platí 
A') (71) 
3 . mátice P в A A převádi matici A v вebe tranвformaci v la tni. 
Dfikaz. 1. Z relace (70) plyne 
IP1IAIIPI -|Al 
neboli iPřW.- I AI. 
Protože |A| t 0, máme |P|* - 1, takže | p | * - 1. 
2. Z relace (70) dostáváme jednak 
( P ^ P ) - 1 - AH neboli F* AH (P' )" 1 « A*4 , 
•jednak (P'AP)' - A* neboli P'tf P - A' . 
Vynásobením posledních dvou rov»ic obdržíme 
[ p ^ P ' ) " 1 ] CP1 A(P) - ť A ' 
neboli r 4AH(PHP')A'P- iťA' , 
takže P^dťA^P^^A'. 
Odtud násobením zleva matici P dostáváme vztah (71)* 
3. Dosadime-li do vztahu (70) P "- AH PÍ , obdržíme 
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(*4f)'AitfAVAiA^tAA-4) А' « A K O ' A ' 
• A [(AT 1 A1] - AE - A . 
1Ш°* '.ГАЧ- I#CMA'I -1АГ1А1-441--* x. AI 
12.3. POZSaMaTf. 1. Zvolime-li ve vztahu (70) za matici A matici jednotkovou E., 
vidíš*, že všechny -atioe R , které převádějí matici E v sebe, vyhovují 
vstanu H E R » E 
neboli R R • E . 
Jtou tedy R aatioe ortogonální. Proto každá ortogonální matioe má vlastnosti 
1,2,3 uvedené ve větě 12.2} vidíme však, že vlastnosti 2 a 3 jsou pro ortogo­
nální matioe triviální. 
2. Kdybyohom definici traneforuace matioe A v vebe matici A definovali vzta­
hem —i 
ftAfl-A , 
obdrřeli bychom podobné výsledky a jako zvláštní případ pro A = E dostali 
bychom (místo ortogonálních matic) matice unitární* 
13a BáCICUlmi FUKKCE MATIC 
1 1 1 1 1 1 • " " '• ' — — 
13#1« Definiceo 1, Jé-li A libovolná čtvercová matice řádu n, pak pro k celé 
nezáporné definujeme 
*) * mA.A«,»A , je~li k > O (přirozené)} (7*0 
b) í • t , je-li k ~ 0 . 
Jfc ák-4 
2* Je-li cAticě ft regulární řádu n9 takže existuje inverzní matice A , 
pak pro £ přirozené klademe 
A"11- <f\ eť... tf - ( ť ) k . (73) 
k : 
13.2. Vöta o шocninách matic . 1. J e - l i A liЪovolná иa i c řádu n, pak pro 
oelá nesáporná číвla p,г platí vztah 
A p . ' í > -A p f p (74) 
Ł. Je- l i văak A matice refalámí, pak vztah (74) platí i v případé. t ie p tr 
jвou libovolná celá číßla (třebaя i záporná). 
3. Pro libovolné celé č íe lo Jc platí 
E k -- E . (75) 
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Důkas. 1. Prvni tvrieni plyne s aeooiaUvniho sikona pro naeebeni aaUo. 
2. Předpoklade jme, ie obe, exponenty p,r jeou sáporné. Pak poloiae 
p - - ř , t • - ř, 
kdo J > 0, ř > 0. Odtud plyne 
tf A' - A"' A ~ A4... A"4 . rfť ... A"4 - A-<**> - A**. 
Je-li Jenom p < 0, kdežto . r > 0, a Je-li např. - p • 5 < r, pak Je 
Ap. AP • A4... I? A... A - A"4... A\(A4 A) A ... A • 
• * V * » 4 A ...A • ... • A ... A • A*"* - A1**. 
Jř-1 r-1 r-p* 
Analogicky je tomu • oetataieh /připmdeeh. % 
3* Je sřojaé. 
13.3. Vita. Koohl A Je libovolná čtrercová aaUoe řádu a a nechl k Je libo­
volné oolé čialo, kdežto x f 0 libovolná konetanta. Pak exietujo-li aaUoe 
A* » plaU tyto vitahyi 
1. (x A ) k • x k A \ 
2. (A k )' • ( A , ) k , 
3. l A k l - l A l k . 
Dťikai Je sřejeý a proto Jej přenechávám čtenáři Jako cvičeni. 
/ 
13.4. Pefiaiee polynomu • aaUcl. Keeht 
g(x) • aJE" • a-x""1 •••••••, 
- O X B 
samci polynom otupni a • 0, přičomi a , a., .... a jsou určité konstanty, s 
вiohІ aepoв ». |- 0. 
o Je-li A libovolná čtvercová maUoo řádu a, pak maUci traru 
a 0 A" • i-j A"""
1 • . . . • * n A* (76) 
naštváno polynomem v maUci A a snačiao Ji otručné g(A )• 
Viiameae s i , ie ke kaidéau polynomu g(x) a ke kaldé čtvercové maUci A 
auieae definovat naUci g( A) spusoben uvedeným v předešlá definiol. 
13.5. Vita o polynoaooh v maUci A . Kechl g( A }> h( A) Jeou polynoay v 
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tici A . Pak platĹ tato tvтzeníi 
a) [g(A)Ґ «g(A'b • 
ъ) g(A).ЫA) -h(A) .g(A) i 
c) g(A). Ыk)Ґ -íh(A)Г4 g(A), pokudh(A) ;j r gulárai. 
To znamená, s íe v případe b) ;jвou natioe g(A ), Һ(A) жamènit Злé. PodoЪn* 
v připadě c) jвou zaшěnitelné matic g(A) ,[h(A)Г. * 
Důkaz. 1. V prvním připadá je 
[ £ ( A ) ] ' » (ao A
m * a1 A""
1 * . . . * a a A
0 ) ' - (a. AV * ^ A"*1)' 
* (ao A
0)' * ao(A')
B • a - t f )*"1 + . . . * a^A')0 - g(A'). 
2. Jsou-li g(A) » a Am+ . . . • a A°, . 
r . ^ _ ж0 
m-k 
h(A) » b . A r + . . . +a,. A o r 
dané polynomy v matici A f pak je každá z matic \ # A zaměnitelná • každou 
maticí b. A " J f a proto polynom g(A ) jo zaměnitelný a polynomem h(A). 
3. Protože g( A) f h(A) jaou zaměnitelné, jsou podle věty 6*IQ.* jaou zamě­
nitelné tóž matice g(A)i [ h ( A ) ] ~ • 
13. €• Definice racionální funkce v matici. J*ou~li g( A ) f fc( A) polynom ir 
matici A i přičemž h(A) je regulární, pak matice 
je definována a nazývá se racionální funkce v matici A • 
0 racionálních funkcích v matici platí tato tvrzení: 
13«7. Věta o tranaponováni racionální funkce aaatici A • Platí Vztah 
[iHtt] - A • m) 
[Důkaz* Úpravou dostáváme 
ftøj-]'- [«(*). [«•)]•-]'-.[(«*)]•-]'. [e(A)]'-[h(A')l_1:-<Л. 
•g(A) 
Přitom předpokládáme, že h( A) ;Je regulární maticí* 
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13.8. Vftte o taaftrdtalnoeU rao1,yé^oh fnnkoj, i . Jeou-li aaUee A ,B 
saaftnitelné, je kaidá recionálni funkce t(A) • aeUci A seaBniteliiá e kaidou 
recionálni funkci tf (B) • •etici B , t;j. 
t(A).f(B)-f(B).f(A). 
2. (Sůaledek.) Kaidé dvft recionálni funkoe • teie aaUei A jeeu sejfftnitelaé. 
PCkas. Jeou-li aaUee A ,B saaftnitelaé, je K eeaénitelná a aaUei Bk pro 
•fteohne oelá aesáporná čisla j,k. Je toUi 
fV-j. A(é)B) 
• 0 « « e e O m « e « * B A t i t A JL* ••• e9 "* i A •••A B ••• «9 * ••• •* eP flř • 
Kmwmmmmm^mmmmmmm^ ^mmwmmmm^0mmmmmmW \ _ . ni— < '-* ^ - w - a - t * ^ . . . ^ ^ %.a.>|-M-*^«.««.fwtf# 
k-4 J k-4 . jT^ k-i 
Proto kaidy polynom • aaUei A je saaftnitelaý • kaidya polynomem • aaUei B • 
j . « , i i * d - ( A ) ( B ) 
« A ) -VÍT- r B ) , w 
libOTolnft recionálni funkce • přieluftayeh aaUoieh, je kaidy s polyaoafi e-^(A), 
h^A) saaftaitelaý • kaidya s polynoafi ^ ( B ) , h^íB). Tedy tái kaidá s aaUo 
C].(A)f [ ^ ( A ) ] " 1 je saaérdtelná e kaidou s aaUo £g(B), [hgiB)]" 1 . Proto 
«X(A) [ ^ ( A ) ] "
1 je laaénitelná a aaUei ^ ( B ) . [ a ^ B ) ] " \ 
14. QlaReKiaBISTia-i ROVKICB .UCICBÍlJ.f řUMKCS V MATICI 
Budii A liherolná čtveroorá aaUoe řadu a. Z odět. 9.2 TÍBO, ie k aaUoi A 
přieluii určitá charakterieUcká rovnice 
<fU) «-|A-fcE| - 0 . (78) 
Zaeči-li f( A) * e( A )/h( A) Uborolnou recionálni funkoi • meUci A , aá 
tato recionálni funkoe epftt charakterieUckou roroici, a to 
| f ( A ) - X E | - 0 . (79) 
líesi koreay oharakterieUokyeh romic (78) a (79) pleti určitá Tstahy, které 
ei odrodiae. 
14.1. Váta. Meohl g(A) j * polynoa • neUei A • Pak teteralaent lfc(A)l 
pfedel—uje resultent pelyaoau g( A ) a charakterieUokeho polynom v (A ) « 
•|A-XE| amtioo A . 
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Důkaz* Uechl 
g(A) - * 0 A * + ^ A " ^
1 * . . . • am = a o a - I x 1 ) ( X - h 2 ) . . . ( A - h m ) , , 
kde h., . . . , h znáči kořeny algebraické rovnice g(X ) s 0. 
Zřejmě, je 
g(A) "* 0 A** . -
 + »,*- • 0 . ( A - h 1 E ) ( A - ^ E ) . . . ( A - n m E ) , 
takže 
|g(A)| * * £ [ A - ^ E l .IA - hjjEl l A - i ^ E l . 
Označime-li tf ( A ) * |A -AEl charakteristický polynom matice A , z předešlého 
vztahu obdržíme 
!g(A)| * ••£ tfUi^.^Y... fihj. (80) 
Jsou-li A , , A 2 , . . . , A kořeny charakteristické rovnice tf(A) =-O, 
pak je 
<|>(A) - ( - i A A - ^ H A - A j . ) . . . ( A - A n ) . 
Proto podle (80) dostáváme 
| g ( A ) | » a* ( - i ) 1 1 ^ - A ^ - A 2 ) . . . (hx - A n ) . ^ 
. (-I) n(h2 - A 1 ) ( h | , - A 2 ) . . . (hg - a n ) . I (81) 
. (-DX-A.Í^-A,) ... (hm-\)J 
Odtud plyne, že rovnice tf( A ) , g( A) mají společný kořen h k = A , právě 
ídyž je 
|g(A)l = 0 . 
/zkledeu. k tomu představuje determinant | g ( A )l rezultant uvedených dvou 
ř 
lgebraických rovnic. 
4.2* POWÁmY. 1. Ze vztahu (81) plyne 
U ( A ) | ^ g í A ^ g U ^ ••• g ( X B ) •.' • (82) 
2 # Z předešlé věty 14.1 plyne (vzhledem k vlastnosti rezultantu algebra** 
ckých rovnic), že matice g( A ) j© singulární, právě když algebraická rovnice. 
Ú A ) * O a charakteristická rovnice tf( A) * O matice A mají společný kořen. 
14»3# Věta o kořenech charakteristické rovnice matice f(A)» Jsou-li A,,* 
• •, A kořeny charakteristické rovnice | A ~ A £ | = 0 a značí-li f( A ) 
Racionální funkci o oatici A , pak platí tato tvrzení: 
1. | f ( A ) | » f(^ 4 ) f(A 1 ) . . . fCA*); (83) 
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2. charakteristická rovnice | f ( A ) - E | * 0 má kořeny 
f(A4)- fOfc), . . . , f^-,). 
Důkaz. 1. Je-li f(A ) polynom v n*tici A , prvni tvrzení ;je správné podle vzta-. 
hu (82), položíme-li g(X) • f ( A ) . 
Naclrfc ;je tedy # 
kde g(A), h(A) jsou polynomy v matici A , přičemž | h ( A ) | / 0. 
Pak podle (02) máme 
l£(A)l *z(\) t(lt) . . . e W , 
|h(A)| ' M x ^ h a ^ .. . han). 
Odtud plyne 
|f(A)| « U(A)| . Ih(A))"1 *g(A4)\.. g(Xn)[h(A4) . . . h a , ) ] "
1 -
g(A«) g(AB) 
* h(A4) '•• h(Xn) *
 ř ( X < } ••' f ( X " ) # 
2. Pro každé A ;je 
* * XA°- f(A) 
racionální limkce v matici A • Tedy podle předešlého tvrzení je 
|XE-f(A)l HAA°- f(A)|» [A A* -f(\,)J [ AA^-f^)] ... 
...[AX°n-f(An)'] »[A-f(A 4 )J [ A - f ( \ ) ] .i. [ A - f ( A n ) } . 
* r. 
Avaak levá strana t^to rovnice je až na součinitel (-1) charakteristický po­
lynom matice f ( A ) , kdežto pravá strana je její rozklad v kořenové faktory • 
14*4* FOZtáMK-U Je-li tP(X) «* 1 A - X E 1 > pak platí vztah 
|y(A)-XEІ-.(^A)w. (84) 
Vskutku, podle poznámky 14.2.2 ;je - 0 ( A ) singulární matice. 
Podle vě-ty 14.3.2 má charakteristická rovnice | v ( A ) -AE] * O kořeny 
f (tyt YCAJ, ..., y{Xn)t 
přičemž A 0 A4r, ...,A n jsou kořeny charakteristické rovnice «P(A) «- 0. Proto 
:j« 
<j>(X4) 'pXi) * . . . -y(A„) «o. 
To znamená, že rovnice |<f( A) - A E | -"Orná všechny kořeny rovné nule. Odtud 
plyne vztah (84). 
Tento výsledek později (v odst. 15.6) upřesníme, když ukážeme, že <0(A) ;Je 
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vždy nulová matice* 
15. KLN1MA&Í POLDOU MATICE 
15#1# Definice vzájemně nezávislých matic# Keclrfc A « B t »»», H značí 
I čtvercové matice téhož řádu n# 
Uvedené matice se nazývají vzájemně nezávislé, když matic0vé rovnici 
x. A + x. B + M , + X H » 0 
JL 2 m 
lze vyhovět č ís ly x p x^, ### f x jen tehdy, j e - l i 
(85) 
*Ъ = x 2 ••
 s x 
m 
, - o . 
V opačném případě se uveuené matice nazývají vzájemně závis lé. 
P&ÍKLIJ) 16# Zjistěme, zda všechny matice E., druhého řádu jsou vzájemně nezávisléi 
Řešení# Rovnice (85) bude zde tvaru 
X 1 E 1 1 + X 2 E 1 2 * X 3 E 2 1 + X 4 E 2 2 = X I 
+ x. 0, 0 
1, 0 
+ x. 0, 0 
0, 1 
[s: s> * [s: i] * 
[^s]v[s:ř] -[^s] •[?:-;} 
V 2̂ 0 , 0 
0 , 0 
ÍProto je x ~ 0 f x^
 m 0, x~ * 0 f x - 0, takže uvedené matice E. jsou 
[vzájemně nezávislé. 
15#&# Věta* Libovolné čtvercová matice n-tého řádu 
•*]„• 2 * # # # f t i 1 > •••.• ^ n * + k 
2 2 
•v počtu n * k > n jsou vždy vzájemně záviópLé# 
•Důkaz • Rovnice 
2 
x1A4 * x 2 ^ 2 * # . . + xrA^** 0 $ kde r ~ n + k, 
|zastupuje celkem n l ineárních homogenních rovnic o neznámých x-9 v počtu 
& n + k# Tyto rovnice maj:| vždy n e t r i v i á l n í řešení , nebol; neznámých je v íc 
mkez rovnic# 
pl5s3# POZKÁt>II0f# 1# Z věty 15#2 plyne, že každý systém vzájemně nezávislých 
Hvercovýeh matic řádu n obsahuje nejvýš n matic# 
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Kaproti tonu se snadno zj ist i, Že at zvolime přirozené číslo p -- n jakkoli, 
vždycky existuje p na ti9 n-tóho řádu, které jsou vzájemně nezávislé. 
Vskutku, stačí zvolit matici typu n /p tak, aby měla hodnost p. Označme její 
prvky podle tohoto schématu 
1 2 p 
"li* a l l» •'•' a l l» -» 
' 1 2 p 
*U» ai2» •*•» ai2» 
/ 
aln» aln» •'•» "ìn1 
1 2 p 
«2i» *2i» •••» ^ i * 
• • • • • • • • • • • • • • • • * • • • • • • • • • 
1 2 p 
aik» aik» ••'» aik» 
> n 
nn" nn 





Xl"aik + X 2 " a i k + - + ^ r ^ -
Ä 0 p ik 
0 neznámých x.f x>f • •• f x jsou vzájemně nezávislé a lze jím vyhověti jenom 
takf že * a^ * x^ • ••• « x, •» (>•
 x 
2načí~li A, m H^a^ || matici utvořenou z prvků j-tého sloupce schématu 
(06) f pak z předešlé úvahy plyne f že matice 
R ^ , A r j , •••, ^ . f •••• 1 p 
jsou vzájemně nezávislé* 
<ž# Je*4i A čtvercová matice libovolného řádu n f pak ve skupině matic 
A°, A , A\ ••••• Ar (r>n*) 
existuje matice A taková, že matice 
A i A i ! ! • • • • ) H 
jsou vzájemně nezávislé, kdežto matice 
A t A t A § •••! A , A 
jsou vzájemně závislé. 
15»4» Definice minimálního polynomu matice^ Je-li p > 0 celé číslo, o němž 
je řeč v poa&námea 15*3*tf a jsou-li a f a-, ••., a taková čísla* že pro 
a; j* 0 platí 
o A * * ^ A ^ 1 * ...*•- A ° * 0 , 
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[ak ninimálním polyno.mem matice A rozuiaíme polynom tvaru 
y U ) *a .o }? + a 1 A
p " 1 * • • • * a . (87) 
5*5• rOZHÁMi<¥.» 1. Minimální polynom matice A, je určen jednoznačně až nakon­
stantní od nulu různý faktor* 
Vskutiku, p l a t í - l i současně 
P 
[de a b / 0, pak mohou nastat dva případyt 
Je-l i aQ - b . obdržíme po odečtení obou předešlých rovnic 
a i " V *2 " V — » a p " b p 
zhledem k tomu, že matice #f, A , . . . , A33" jsou vzájemně nezávislé. 
Je-l i však a / b , pak ;je 
^^^....nM , 
0 0 0 0 0 0 
froto bude 
ь ъ . ъ~ " ••• " ъ" " < ! " » 
o 1 *- p 
[de u značí nenulový konstantní faktor. 
2. Mezi charakteristickým polynomem U (A.) a minimálním polynomem y ( \ } 
féže matice A řádu n platí jednoduché vztahy. Než s i ;je odvodíme, dokážeme 
iáBledující důležitou větu, která se nazývá Cayleyova - Hamiltonova. 
15.6. Věta. Je- l i A libovolná čtvercová matice řádu n a ;je-li tf)( A ) je j í 
jharakteristický polynom, pak matice U) (A ) je vždy nulová, takže 
Y < A ) » O . (88) 
lůkaz. Necht 
f ( í ) = |A -XEl - cQ \
n • ^ A.11'1 + . . . • c n , kde c o - ( - l )
n . 
latice adj( A - A E } irá za prvky A k algebraické doplňky prvků determinantu 
A-At l» Proto prvky A„ jsou polynomy stupně nejvýš (n-l) v proměnné A . Je 
iedy 
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t®JcI© ^(A-AE)- II VII = l£S l t í lA
h | " & A h K J ;jk 
=1 
h-0 
A h A h . 
;jkh Һ- jkh
1 
Přitom A^ ssímči matioi tvaru 
a l l h > ••*•> a lnh • • • • 
anlh > " # V armh 
Podle definice ad;jui.govanó matice platí 
( A - X E ) ad;j( A - X E ) * | A - X E l E , 
takže 
Odtud ;je 
I**»l ^ Ł 
( A - A E ) £ Z Ah Ah = ( F Z o . A
h) E . 
A £ AҺ A Һ - £ »
w » h - ř ^ £) л
h-




Porovnáním koeficientů při X , X , . . . , X obdržíme 
AAj-Ao" c n - 1 E , 
A W ^ £ » 
A-f coR : 
Násobíme«li zleira tyto rovaioe postupně matioemi A 9 A , •••. A , sčítáním 
dos-toaeme 
AA0+ (ÍHr Aify * (iřAj- ifify + ... - ifA.,^ <f (A). 
Jak patmo, na levé strana se všechny součiny navzájem ruší, takže 
. «f(A) » 0 • 
PňÍKLAD 17. Přímým vypočten, dokažme, že pro čtvercovou matici A řádu «- ;je 
f ( A ) - 0 . 
áešanl* Položme Pak bude 
f (X) - •. — x , ъ 
c, d - X 
&- X ) (d - X) - bc « X - (a • d) X + ad - b c 
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Dále j e 
[ c , d 
a , Ъ 
c , d 
2 
proto 
a + b e , ab + bd 
ac + d e , bc + d 
2 
tf( A ) «* A - (a + d) A + (ad - bc) E * 
a ( a + d ) , b ( a + d) 
c ( a + d ) , d(a + d) 
a + b e , ab + bd 
a c + d c , bc • d 
ad - b c , 0 
0, ad - bc 
2 JЬ v 2 
a + Ъc — a 
a c * cd - ac 
ad + ad - Ъc f 
cd f 
ab • bd - ab - bd 
Z 2 
bc • d - ad - d • ad - bc 
0, 0 
0 , 0 
Je tedy f ( A ) - 0 
15.7. PQZNiÍKi;A. Z p ř e d e š l é věty p lyne, že pro s tupen p minimálního polynomu l i ­
bovolné matice n - t é h o řádu p l a t í 
p = n , 
takže mat ice A , A , A , •*«> A j sou vždy vzájemně z á v i s l é . 
1 5 . 8 . Věta* Nechí, A j e čtvercová matice řádu n# Kech^ Y ^ ^ J e J e J * a i a i -
|mální polynom, k d e ž t o g ( X ) j e l ibovolný polynom, pro k t e r ý p l a t í 
g(A) - 0 . 
Pak polynom g(X.) je dělitelný polynomem Y (X). 
Důkaz. Bělme polynom g( X ) polynomem Y ( X )• Pak podle algoritmu dělení se 
zbytkem platí 
g ( X ) ~y(X)MX) +
r U ) > 
kde h( X ) značí p o d í l a r ( X ) zbytek, k t e r ý j e stupně n i ž š í h o než polynom Y (X )* 
Odtud plyne 0 » g ( A ) * Y ^ A)*k( A) + r ^ A ) . 
Protože w ( A ) = 0 f plyne odtud r ( A ) - 0 » 
Vzhledem k tomu, ie w(X) ~ ° J e r o v n i c e n e j n i ž š í h o s t u p n ě f k t e r é m a t i c e 
A vyhovuje, a p r o t o ž e r ( X ) j e n i ž š í h o stupně než y ( X ) , nutně nmsí b ý t r ( X) 
mlmf polynom. 
Je tedy g ( X ) ^yf{\)MX)f 
takže minimální polynom y ( X ) d ě l i (beze zbytku) polynom g ( X ) . 
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15.9. Důsledek. Podle vět 15.6 * 15.8 ;je charakteristický polynom «p(A) 
každé matleš dělitelný ;je;jim minimálnim polynomem. Proto každý kořen minimální­
ho polynomu Je zároveň kořenem charakteriBtického polynomu téže matice* 
15.10. Věta. NechVA ;Je čtvercová matice řádu n. Minimální polynom >y(\) ma­
tice A ;je roven pedilu charakteriBtického polynomu 10 (A) matice. A a největ­
šího epo léčného dělitele d( A ) všech minorů (n-l)-ho řádu determinantu |A -AEl, 
ү <*>- -!HH- (e9) 
Důkaz. Hozvineme-li determinant |A-AE|ve shodě s Laplaceovou větou podle prvků 
některého řádku, jsou v tomto rozvoji koeficienty těchto prvků jejich algebra­
ickými doplňky, teuy minory řádu n-1, násobené číslem +1 nebo - 1 . Je tedy poly­
nom tf( A ) * | A - AE| dělitelný největším společným dělitelem d( A ) všech minorů 
řádu n-1, takže 
<f(A) " <i(A)d(A), (90) 
přičemž q( A) značí vhodný polynom stupně * 0. 
Déle je ( A - A E ) a d j ( A - A E ) - * f ( A ) E . 
Prvky matice adj( A - A E ) mají největšího společného dělitele d(A), takže 
adj( A - A E ) = d ( A ) . B , 
kde B značí vhodnou matici, jejíž prvky nemají společného dělitele v proměnné A. 
Proto 
d(A).( A - X E ) B = QjA)d(A)E 
* o d t u d ( A - X E ) B = q U ) E . OD 
Neclrt oo značí stupen polynomu d(A). Pak podíl q( A) je stupně n-fc a prvky 
matice B jsou polynomy stupně si n-«.-l. 
Položme ^Kml n=* h 
(A-XÉ) 7" X Һ * ^ П » .̂ , XҺE-
h=0 
přičemž ovšem B4, B-., • •., B n _ ^ znáči vhodné matice 
Podle (91) pak máme n-fc-1 ._ n-cc 
h 4-sr ~n- *-h 
Srovnáním koeficientů při A, X, . . . , ^""obdržíme 
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- K*-4 = % -- • 
ásobxme-li zleva tyto rovnic© postupně maticemi A , A i ••», A " , po aečtei.1 
ostajieme 
= a o A ^ A + ••• * a ^ A - 4(AK 
tedy q( A ) * 0 • 
toto (podle věty 15.8) je polynom q( A ) děl i te lný polynomem -w(X). 
e-li p(A ) příslušný podí l , můžeme psát 
q(A ) - Y * * ) ? ( * > • (9*) 
kažme, že také naopak je polynom Y ( ^ ) děl i te lný polynomem q( A. ) , takže p( A ) 
e rovný nenulové konstantě. 
Vedle A vezměme v úvahu dalěí proměnnou ti a položme 
y ( A ) - y ( ^ ) « ( A - ^ ) F ( A , | ) f 
ie F( A ft) ) značí vhodný polynom proměnných A , >j a s koeficienty „ v uvalovaném 
selném t ě l e s e . 
dtud j e 
y ( A ) E - y ( A ) - ( A E - A W A i A ) . 
ežto Y^ A) = 0 i obdržíme 
Y ( A ) E •- ( A E - A ) F ( A , A ) 
odtud násobením polynomem q(A ) plyne 
y U ) q ( A ) E = U E - A h U ) F ( A , A ) . 
shledem k vztahu (SI) máme odtud 
y ( A H A - A E ) B - - l A - A E ) q U )*( A , A ) . 
rotože JA-AEJ není identicky (pro všechna A ) roven nule, existuje (A ~AE) 
^ tedy 
y U ) B » - q ( A ) F ( A f A )• 
:otože prvky matice B nemají společného d ě l i t e l e v proměnné A f existuje ke 
idému kořenovému č i n i t e l i A ~ A0 polynomu q(A) aspoíi jeden prvek b „ 
matici B f který není dě l i te lný tímto kořenovým činitelem * tedy ar,i polynomem 
A - A0) ° f kde o^ značí násobnost kořenového č i n i t e l e A - A0 v polynomu ft( A )• 
Označíme-li F., prvek v j-tóm řádku a. k-tém sloupci matice F( A f A ) f z po-
.ední rovnice plyne vztah •( A )b > k - t ( A ) [ - F -k ] i 
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takže polynom Y ^ ) J* dělitelný výrazem ( X - X. )*• • Z toho aoudlme, že 
polynom Y ^ ) je dělitelný polynomem %(A )• 
Proto ze vztahu (92) máma p(A) « c, (93) 
kde o je nenulová konatanta. Odtud máme 
U>(A) - o YÍA)d(X), 
takže c y ( A ) * "$(TJ"*« 
Protože y{\) je minimálni polynom, ;Je také o y ( A ) mi&imi.L*ím polynomem. . 
15.11. Veta. Každý kořen charaktariatického polynomu tf (A ) libovolné aa-
tica A je kořenem ;Je;jiho minimálniho polynomu. 
Důkaz. Z rovnic* (91) plyne 
IA-XEMBI-UU)']" IEI -[,u>r , 
kde n znáči řád matice A • Odtud podle (92) a (93) máme 
fU)|s|- c11 tym]11 -C^YU)] 1 1 . 
Oatatni ;je už zřejmé. 
15.12. POZNÁMKA. Z odat. 15.9 a z předešlé věty 15.11 plyne, že charakteriatic-
ký polynom <fl(A) má tytéž kořeny jako minimálni polynom Y ^ 
téže matica A j ;Jen náaobnoat kořenů nemuei být a tejná. 
PftÍKLAD 16. Určeme minimálni polynom matice 
\ 
f U) 
A = 0, - 1 , 
- 2 , 1, 
* , - 1 , 
L 0 , 2 , 
1, o 
1, -1 
- 1 , 1 
- 2 , 0 
nejprve charaktariatický poly. 
1 - Л , - 1 , з 
- 2 , l-A , ] 
2 , - 1 , - 1 - . 
0, 2 , «S 
-1 0 
L, - 1 
X , 1 
í , - X 
1 ---
4 
-2-X , -A(A+l)«-2, X 
-2X, --2X , 0 
4, -4 , -2X 
=. - A1(A* 2) • 2 A1* 2 A1* A*( A1* A - 2) 
Minory 3. řádu v prvnim ^•terminantu jaou 
- A ( A1* 4), 
- A ( A * 2 ) , 
- A ( A - 2 ) , 
2A . 
-2 A4 , 
-AHA* 1), 
* . 
-2 A* , 






- 2 A ( A - 2 ) , 
-AU*-4). 
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Jejich největší společný dělitel d(A ) - A .Proto minimální polynom matice A ;je 
Odtud z definice K±nimálního polynomu plyne, že je 
A / o , /ř/- o , A = o . 
c ( A ) 
li?. 13. Veta. J e - l i g< * ( racionální funkce v natici A , existuje takový 
polynom p ( A ) , že p l a t í 
hTTC £ Ш - = p ( Д ) . (94) 
Důk,az. .Neclrb A^, •••fAn jsou kořeny charakteristického polynomu U>U.) mati­
ce A a necht ^{X ) je její minimální polynom* 
Protože |h(A)| / O a kromě toho podle (83) je. 
|h(A)| « h(A4Kh(At) •!•• h(A n) f 
nevymizí h( A ) pro žádné z čísel A,,, . #„ fA n« Proto žádný kořenový činitel 
A - Ak pulynomu U?( A) není dělitelem polynomu h( A ) f a proto též žádný koře­
nový činitel polynomu Y ^ ) nedělí polynom h(A)» Proto polynoniy h(Á/)fY(A ) 
jsou nesoudělné* Existují tedy takové polynomy p(A) f <l(A)f že platí 
h(A)p(A) - Y ( A ) q U ) s £<*>•. 
Odtud máme 
h(A)p(A) - g(A), 
takže ' ^ _ x 
p i A ) h(A) • 
1^14* P.ťvní věta o nilpotentních maticích* Právě když charakteristická 
rovnice matice*A má všechny kořeny nulové, při vhodném celém k > O platí 
A k - 0 • (95) 
Fikaz. J sowdi A^ •*. fAn kořeny charakterist ické rovnice \Ď (A )
 s 0 matice A 
pak podle věty 14*3«2 má charakterist ická rovnice matice A kořeny 
/\l 9 * » <b 9 S*y% 
při kaidém celém k» Když tedy pro u r č i t é celé k > 0 p l a t í A = 0 $ P*k kořeny 
:ovnlce • 
|A k -AE|- |0-XEl . ( - A ) a - o -
jsou ve snes nuly, takže 
proto Ai1* Aj, * ••• s A n * O t 
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Když naopak pro nějakou matici A ;J« 
tf(A) - ( - * ) * , 
pak podle 15.10 ;Je minimální polynom wCl) tvaru 
Y U ) - o a k " 
při vhodném oelém k > 0. Odtud máme 
0 - -y{k) - cAk 
neboli Ak * 0 , „nebol c ? 0. 
15.15. Druhá vöta e nilpotemtnich вaticich. HeclЛ A ;Je čtvercová вatice 
řádu n a nechl pŕi vhodnéв celéa k > 0 je 
Pak ;Je-li B zamônitelná в roaticí A , platí 
. |A + B І - І B І . * (96) 
Speciálnè pro B * E máme 
ІA + EІ - l . ' (97) 
Důkaz. 1. Nejprve dokážeme vztah (97). Podle v&tv 15.14 je 
<fU) * | A - * E | - (-.X)*, 
odkud, pro A - -1 dostáváme vztah (97). 
2. Protože A, B ;jeou vzájemně zaměnitelné, ;Jeou též vzájemně zaměnitelné 
matice t E • B , A Při každém t . Vekutku 
l t E + B ) A - t A + B A •- A t + A * - Á U E + B ) . 
Odtud plyne, že též (t E+ B ) , A jsou vzájemně zaměnitelné za předpokladu, 
že t E + B je regulární. 
Označme X -. (t E * B T 1 A • 
** d* Xk - [ ( t E + B r 1 A ] k . - (tE+Bf* Ak - (tE+B)k0 « 0 .> 
Proto podle (97) je fX + El * 1 
neboli | ( t E + B T 1 A + E | * 1. 
P o l o Š B # Y - X • E - (t E + B V 1 A + E . 
Pak je lYl- 1 a kromě toho 
( t E + B ) Y - - A + (tE+B) E * A* ( t E + B ) . 
Proto | t E + B | •-|A* B • t E l . 
Levá i pravá strana, této rovnice je polynom proměnné t . Proto pro t * 0 obdr-
'**•• IBI -*MUBl . . 
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16, CVIČEKÍ 2. 
\U Dány ;jeou vektory a , b , přičemž O.' » [3,4,-2,14 ] , b « [2,0,-6,3] . 
Určete db, tat , lb l . 
1.-. Dokažte, že matice R «-
i = V-í» ;Je ortogonální-
1, 0, 0, 0 
0, 1, 0, 0 
0, 0, coah t, -i sinh t 
0, 0,i sinh t, cosh t 
, kde t ;Je reálné a 
(Uvedená matice se vyskytuje v teorii relativity.) 
j3. Dokažte, že součin dvou ortogonálních matic ;je matice ortogonální* 
14. Dokažte, že pro matici A řadu 3 platí vztah 
lA-XEl -=-tf + ls(A)|A ! l-lh(A)fA*lAI , 
kde |s( A )| * a n •. a ^ + a ^ ;je stopa matice A , |h( A )| » A u + - ^ • A^ 
;je součet hlavních minorů řádu 2 v determinantu l AI • 
15* Dokažte, že pro libovolnou matici A řádu n platí 
l A - A E l - (- i ) n | A E - A 
16. Jednotkové vektory X , o nichž se mluví ve větě S*3 a které tedy splňují 
vztahy ( A - A E ) X * 0 , 1 x 1 * 1 , 
se obvykle nazývají charakteristické, (popř. vlastní) vektory matice A • 
Určete je pro mtic i A - 2, 0, -3 
0, 2, /З 
-3,У7, -2 
17. Podle předešlého cvičení 16 určete vlastní vektory matice A a ukažte, ž # 
jsou lineárně nezávislé? přitom je 
-1, 3, -2-
0, 3, 1 
0, -4, -2 
18. Dokažte.f že součet charakteristických kořenů \ f •••,AVI matice A je roven 
její stopě (tj* A4* ••• tAn*-*^ • a.22 • ••• + a ^ ) a jejich součin je 
roven determinantu lAl. (Použijte věty o symetrických funkcích kořenů*) 
19. Určete charakteristické kořeny matice (A A) řádu 3. 
20e Dokažte, že všechny charakteristické kořeny matice A jaou různé od nuly, 
právě když je A regulární. (Použijte výsledku cvičeni.16'.) 
M 
*l. Dokažte, že charakteristické kořeny inverzní matice A jsou rovný převrá­
ceným hodnotám charakteristických kořenů matice A • 
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22. Ověřte Cayl^ovu-Hamiltonovu větu o matici tf(A), ;Je-li 
a) A = Гl, 2 І Ъ) A « 1 , 2 , 3 
4, 5, 6 
7, 8, 9J 
23 • Určete charakterietický a minimální polynom matice A * 
24. Určete minimální polynom matice A * 3, 1-, -1 
0, 2, 0 
L - . -» - J 
c) A - 4 , 0, -
- , 5, 





, ce = 3 , - 3 , 2 
- 1 , 5, -2 
- 1 , 3 , 0. 
І 
, в = 4, -*, 






11. afb «- 2.3 + 0 + 2.6 + 14.3= 60, |a |= ŜH-16+4+196 = 15, IM =/4+0+36+9 * 7. 
12. Použijte vztahu cosh t - ainh t = 1. 
16. Vektory jr, , x a , * a , pro něž je *» = [ l / 2 , /J/2, o ] , X_= [-3/4, /3/4, 1A 
* i « [1/1/4, - 1 / 4 , IIJ/2] . 
17. X) = [ l i / |fÍ89, -«-/ /189", 0/ /189,] *_ = [ l , 0 , o ] , «_ = [ 5//27, l/VW, - 1 / -
2 2 2 
19. A_= At= O, A,," a n + a ^ + a . 
*-<*.-if- 5 A - * * a 0, l f - . 1 5 . í - 18 A * O, rf - 10if+ 26 A - 9fc * 0. 
23. <f(A) = ( A - 4 ) ( A - 2 ) 2 , y ( X ) = (A - 4)( A - 2 ) . 
2 4 . A 2 - 4 A + 4 , tf- 5A + 6. 
17. HODISOST A IIULITA MATICE 
.a-riaaeaaas-Mssac11 'ii , , I I I I I ,:, 1 ,' ,r ' v" ' '•' •, 11'li 
Pojem hodnosti matice, známý z přednášek o determinantech, jme uvedli v 
poznámce 1#6# S pojmem hodnosti matice úzce souvisí pojem nulity čtvercové 
matice* 
17#1» Definice nulity matice#»Je~»li A čtvercová matice řádu n a je- l i § 
j e j í hodnost, pak nulitou matice A ro2UEÍme číslo 
oc « n - a, 
které budeme značit symbolem nul A » 
11.2# PQZBÁltižA., Z předešlé definice nulity nsatice plyne, že když má matice A 
nulitu «,, existuje v matici A aspoň jeden nenulový deteridnanÉ řádu m * n-*c> 
' - 6t -
kdežto všechny <tetew&nanty řada n - ot * 1 jsou (pro * > 0) rovny nula^ 
17*3» Úmluva. Výrok, Že matice (A) řádu n má nulitu X c n , znamená, že 
všechny prvky matice (A) jsou nuly. 
Kapr o t i tomu výrok f že matice (A ) řádu n má nulitu at * 0, znáči, že A 
je regulárni. 
Uve&me ještě následujici dvě věty 17*4 a 17*6, které se dokazuji v teorii 
lineamich rovnic. 
17.4. Věta. 1. Иechl matica A s II a . j j . čtveгcová řádu n & шá nulitu 
OL ~ n ~ a. 
Pak etxietuje právě öC nezávislých řeš ni soustavy n homogenních rovnic 
alñ + V. + — + a Ш X n * 0 ' 
(98) 
anЛ + anЛ + — + annXn " °' 
Ł. KdyŽ naopak ЄXІß itu;j k nвгáviвlýвh ř ввni вouвtavy (9Б), pak pro nulitu 
oc matice A plat i 
«--k. 
17.5* POZUJMKy. 1. Každý systém všech nezávislých řešeni (v počtu %,) sou­
stavy (96) tvoří fundamentální systém řešení v tom smyslu., Že každé řešení 
soustavy rovnic (96) je lineární kombinací jednotlivých řešení fundamentál-
ního řešení. Přitom se fundamentální systém řešení soustavy (§8) nalezne, když 
se např. Frobeniovou metodou urči fundamentální systém řešeni soustavy redu­
kované ze soustavy (98), t j . soustavy skládající se z nezávislých rovnic (v 
počtu a) vybraných ze soustavy (98). $rv. poznámku 6.3« 
«ž. Soustava (98) určuje zřejmě takové vektory % v n-rozměrném prostoru, je­
jichž transformované vektory 
x # * Ax , 
vzniklé lineární transformací o matici A typu n/n, jsou nulové (tj# mají 
všechny souřadnice rovny nule). Hořejší věta se pak snadno vykládá v tom 
smyslu, že udává největší počet lineárně nezávislých vektorů, které se li­
neární substitucí o matici A transformuji na nulový vektor. 
3. Poznamenejme ještě, že vektory x4t ••*$ X* o souřadnicích 
- 67 -
x l l » X12» •'•» x ln î 
*21> *22» ••*» ̂ -.n* 
Xkl» ^ xkn» 
nazýváme lineárně nezávislými, exiBtu;Ji-li taková Sis la A., X>f . . . , A., 
z nichž aspoň jedno ;Je od nuly různé, že plat i 
Vil* — * \\L"°* 
\ x l n * - + \ x k n " 0 ' 
t j # exietuje-l i k-rozměmý vektor X « \ 
\ 
tak. že plati X J ) S K 0 ; 
kde ^ l ľ ^ l * •*•» x kl 
X l n ' x2n» ••" ^kn 
1?#6# Věta* Libovolná matice A a matice A4 , vyniklá z A rozšířením o 
Sloupec, který je lineární kombinací sloupců matice A , mají stejnou hodnost* 
Podobně je tomu, je- l i matice A4 rozšířena o řádek, který je lineární 
kombinací řádků dané natice A • 
V dalším vý)&adu se obeznámíme s několika důležitými větami o hodnosti ma­
tic* 
VJ.7. Věta o hodnosti součinu dvou matic* Jsou-li A , % čtvercové matice 
řádu n a ;J8ou-li a,b jejich hodnosti, pak pro hodnost c matice C a AB 
plati vztah < c * a, 0 * Ъ. (99) 
Dfikaz. Keclvfc A * | a - k | , B - 1 b , k | , AB « | c „ | . Pak podle věty 17.6 
máji stejnou hodnost matice A a matice A4 tvaru 
A,- Ł l l a ln» * l l b l l * •"• + *-' — ln nl 
nl* * wJ nl 11 nn nl 
a l ľ •*•» *ln» c l l 
a . .т I • • • » a , nl nn' nl 
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Podobně .©a j í a tejnou matic* A * matict An tvaru 
• ì ľ , ••• , »•,_, j *•-- f ••• f "ln "ll1 °la 
*nl' •••'.*!»» I Cnl» "'•» XШ 
AjA» 
Protože matice AB= | c . . l o hodnoati c ;je části matice A n , zřejmě mu s i být 
c -^a. 
Podle vity 17.4 exiatuje n-b lineárně nezávislých řešení rovnice B x - 0 
Každé takové řešení hoví rovnicím 
(AB)X - 0 , 
nebo3.: ;je 
(AB)x - A(Bx) * A 0 = 0 . 
Avšak nezávialých řešení aouatavy (AB) X = 0 je nanejvýš n-c. 4 
Proto 
n - c -* n - b neboli c a b . 
17.8. Věta a nulitě, součinu dvou matic. Necb/fc A, B jsou čtvercové matice, 
řádu n a nechl ot,,|J jsou jejich nulity. Je-l i £> nulita matice C = AB , pak 
plagí vztah ^ 
f. = * + P • (100) 
To znamená, že nulita součinu dvou čtvercových matic téhož řádu n je nanej­
výš rovna součtu nul i t obou matic. 
Důkaz. Podle definice, existují lineárně nezávislé vektory: 
a) např. a , , ...t&t, (v počtu «,), přičemž Aaj = 0 , 
b) např. fe-, . . . , P A (v počtu (J ), přičemž Bpfc s 0 , 
c) např. c.,f . . . ,Cf . (v počtu v), přičemž Cc^ m 0 , 
kde j * 1,2,..„,06 j k - 1 , 2 , . . . , (J ; h "- l,2,...,jj> . Protože pak 
plyne odtud 
0«A0~ A(BbN) * (ABJptřCp,., 
takže je fr* t* • 
1. Je- l i £•*(-" , je zřejmě g-*K + P . 
2, Budiž ^ >P . P*k za vektory C4 , C t , . . . , Cg. můžeme zvol it vektory 
P| > • • • > Pa , CA+4 f • • • , Cj.« 
Označme pro i »- f + 1, (Í + 2 , . . . , g - vektory 
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Hi - a« i . doi) 
Pak je 
Aj*; « A (ICi ) - (AI) q • Cti * 0 . 
Tvrdíme, že vektory $**., •••»Jf- JBOU nezávislé. Kdyby totiž byly závislé, 
existoval by ( jf - (5 )-rozcěrný vektor A takový, že všechny jeho souřadnice 
nejsou nuly a že je 
kde C&Mf •••'Ifl snačí matici, jejiŽ jednotlivé sloupce představují 
veíktory J J ^ , •••'Ir • 
Ze vztahu (101) dostáváme 
[Be,M, • • • , B c ř ] a - 0 , 
takU B[c*« f •••,«řl a » 0 
neboli B ([c**t • •*• f Cr ] A ) * 0 • 
Vektor I1 «• [ C^$ ...» Cj,] A není nulový, nebol jinak by vektory 
*(lrt f • •• f-ftf 
byly závislé, což je proti předpokladu* Protože vektor i* sa transformuje ma>-
ticí B v nulový vektor, je závislý na vektorech Kj , .••,!•%• Vzhledem k tomu 
jsou vektory 
P<f •••fPjl f€( |+4 • • • • f é | , 
závislé. To však je proti předpokladu. Proto vektory U ^ , • ••f$g* jsou ne­
závislé, jak jsme tvrdili. 
Podle předpokladu však existuje právě «, nezávislých vektorů takových, že 
se aatici A transfornaji v nulový vektor. Proto 
f - ř * * 
a odtud f -- * + p . 
Tim je veta dokázána. Ve zvláštnich připadech (viz vějty 17.9 a 17.10) je nu­
l i t a součinu dvou matic právě rovna součtu nu l it obou matic. 
17.9. Věta. Nechl A je libovolná matice řádu n. Nechl f ( X), g( A ) jsou 
libovolné nesoudělné polynomy. 
Pak je 
nul [ f ( A ).g( A ) ] = nul f( A ) + nul g( A ). 
Důkaz. Nulity matic f(A)t g(A)» f(A) g(A) o značce postupně synboly 
«• t p > y • Podle věty 17.8 plati 
Stači proto dokázat, že • ff * *• + (-• . 
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Protože f( Ti ) , g( X ) jsou nesoudělné polynomy, existuji podle známé věty 
polynomy F ( X ) , G( X ) takové, že 
f ( \ )F( X ) • g( A )G( A ) * 1. 
Pak ;je f ( A ) F ( A ) + filA)G(A) - - E . (102) 
Protože ot - nul f( A ) , ^ - nul g( A ) , existuji tyto nezávislé vektory 
a) * 4 , . . . , X f c takové, že pro j * 1 , 2 , . . . , * plat i f ( A ) *^ * O , 
°) S<» •••»9(» takové, že pro k ~ 1,2, . . . ,p plati g( A ) | k * O . 
Tvrdime, že vektory 
*4» •••»**» Í4» •••»Hft (103) 
jsou lineárně nezávislé. 
Vskutku, jsou-li závislé, existuje (•*,+ ji )-rozm6rný vektor X takový, že 
aspoň jedna z jeho prvnich ec a posledních j& souřadnic je nenulová a plat i 
[ x 4 , . . . , X C , 9^ , . . . , $ f l ] x - O . (104) 
Složime-li tuto rovnici s matici (102), obdržíme vzhledem k vztahu 
£ ( A ) G ( A ) ^ * G ( A ) [ g ( A ) | k ] - G ( A ) 0 = 0 
vztah _ -, 
[Ex.^ ...íEJtc , f(A)F(A) %v . . . , f(A)F(A)i| jJ x « 0 4 
neboli _ «• _». 
[x 1 , ...,xK , f (A)F(A)^ , . . . , f (A)F(A)i f t ]x
 s 0 . (105) 
Z rovnice (104) složením s maticí C = f(A)F(A) dostaneme 
[Cx^ ...,Cx«, , Cilf..MCty] x * 0. 
Protože pak Cx. - f ( A )F( A )*. = F( A )f (A )*. B F( A) 0 » 0 , z předešlé 
J J J 
rovnice plyne 
[ 0 , . . . , 0 ,,f(A)F(A)yx, ..., f ( A ) F ( A ^ ] x = 0 . 
Odečtením této rovnice od rovnice (105) obdržíme 
[ * 4 , ...,X,(, , 0 , . . . , 0 ] X * 0 . (106) 
Protože aspoň jedna z prvních cc, souřadnic vektoru x je nenulová, plyne z rov­
nice (105), že vektory Xi , ...,X«, jsou závislé. To však je proti předpokladu. 
Vzhledem k tomu vektory (103) jsou nezávislé. Avšak každý z těchto vektorů 
hoví zřejmě relaci 
f ( A ) g ( A ) X.. - 0 , 
f ( A ) £ ( A ) | k = 0 , 
nebol B*tic* f (A), £(A) j»ou zaměnitelné. Proto jf - «0+(- , čímž je věta 
dokázána. 
17.10. Věta. Kecht A je libovolná matice o nulitě et- , kdeito B je regu-
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lárni matice téhož řádu n, takže nul B = P = 0. Pak je 
nul AB * nul A + nul B * nul A • 
Důkaz. Ysku-tícu, podle vět 17.7 a 17.G ;je 
00 » max( oo, f>) « nul AB* * + f * * , 
takže Ob = nul AB = «. , 
a tedy nul AB* 0L--X+ (J . 
17.11. POZNÁMKA. Kechl A ;Je libovolná čtvercová matice řádu n. Kechl 0 je 
libovolná ragulárni matice téhož řádu n. Pak podle věty 17.10 má aatice A0 , 
a tedy i mtice _4 
B - € A 0 (107) 
tutéž nulitu jako matice A. 
ľľ.l*. Věta. Nechl A je шatice řádu n a budiž £ «• tf A0 , kde i 0 je liЪo-
volná r £ulámí юatice tóhož řádu n jako A . Pak plati tato dvě tvrzeni: 
1. |A - X E І Ч B - Л E І , (108) 
takže шatice A i i matice B шaji вtejný charakteriatický polynoш. 
<2.. Pro libovolné přirozené k platí 
«ŕ-вґ<ŕй • (109) 
Důkaz• 1. Protože 
B-AE= ť A O - A t f E O * 0 " ' ( A - A E ) 0 , 
zřejmě je | B - XEI - KfllA-AEl I Ol H A - A E l . 
2. Úplnou indukci. Pro k * 1 vztah (109) je správný. Budiž k > 1 a předpo­
kládejme, že vzorec plati pro exponent k - 1. Pak je 
.k-1 .-1 A k-1 4 ,-1 A k - 1 . k - 1 ' 
в к в B*--B-. ( a-x A
к-Aa)«ґAa> « 0"x A^ЧOOп.Aa 
- OЧA^AìO* 0"1 Ak0 . 
17.13. Věta, l.echl f (kde 1 -* f < n) znáči nulitu čtvercové matice A 
řádu '», Pak existuje regulárni matice 0 taková, že matice B - 0 " AO jo tvaru 
в 
(110) 
kde R je určitá Batice typu tifa~l*jj$f kaeVto I* je čtvercová matice řádu n-g*. 
- rг -
Dčkaz. Protože g.(* 1) ;je nulita matice A , exiBtují nezávislé vektory 
X4 , ..«,Xy takové, Že se lineami substituci o matici A transfornují v 
nulový vektor. Keclrfc 
*fr+l' •••» *n 
znáči dalěi vektory takové, že všechny vektory 
*-_» • • •» * n 
;jsou nezávislé. Pak matice 
^ * l*4» • ••»*YIJ 
je regulární a matice A&má pak v prvnich sloupcích v počtu ^ samé nuly. Totéž 
platí o matici B * (T^AQ. Tím ;Je tvrzeni dokázáno. 
17.14. Věta, Mezi i naticemi A a L , o nichž :> řeč V předeölé větě 17. % 
platí tyto vztahyi 
1. !»• -ЛtЬ Ł ( - І Ѓ I l -XEІ, 1 
2 . nul Ak = f + шi L*" pro k * 1,2, »••• • 
» 3 . ш l L « r • 
Důkaz. 1. Podle (108) ;je|A -AE|* |B -XE|. Z tvaru matice (110) plyne 
IB-AEIM- X ) f | U - X C | , 
odkud plyne tvrzeni 1, 
2. Podle odst 17#11 a věty 17.12.2 plati pro k * 1,2> # # # vztah 
nul A s nul B • 
Proto stačí ukázat, že je 
nul B k s t j f * n u l lk~\ (111) 
Pro k * 1 je vztah* zřejmě správný. Proto předpokládejme, že k >-l» Snadno »e 
vidi, že je 
»k - ». в"-1 • i " l 
I 




0 L B«-ř 
kde |l. , II znáči vhodné matice. Protože nulita matice B je g- a její 
hodnost n-a* , jsou poslední sloupce v počtu n-f* v matici B lineárně nezá-
sak 
vislé• Poslední sloupce v počtu n-^f v poslední matici B jaou lineárními 
kombinacemi oněch sloupců v matici B , příčeni koeficienty v těchto lineár-
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nich kombinacich jsou souřadnicemi (n-tv)-rozměrných vektorů. Tyto souřadnice 
k—1 
jsou prvky matice L . Označíme-li tedy pisaeny X ,Y libovolné stejnole­
hlé matice řádu n-jj- , utvořené z posledních n-jf sloupců matic B, B , 
máme vztah , _ 
Y -- XL*"1. 
k 
Běsnost aatioe B ;Je zřejmé rovna hodnosti matice Y , která má. největší hod­
nost, a tedy nejmenší nulitu. Protože podle věty 17.9 ;je 
nul Lk"X * iml V * nul X • nul L*"1, (11*) 
vidíme, že nejmenší nulitu má taková matice Y , jejíž stejnolehlá matice X 
má nulitu 0. Taková matice X existuje, nebol poslední sloupce v počtu n-a- v 
matici B jsou lineárně nezávislé. Zvolíme-li tedy za X uvažovanou matici, 
podle (11*) obdržíme vztah 
nul Y - nul JL*"1. 
«_k k 
Odtud luáae nul B * n - hodnost B * n - hodnost Y * n - n + ©> + 
• nul Y * f • nul Y * £ • nul L*"1. 
Tím je dokázáno tvrzení *. 
3* Podle předešlého tvrzení pro k«2 máme 
nul L * fi - fr , 
kde $ *- nul A , {£-* nul A • Protože matice L je řádu n-g^ , její hodnost je 
Proto obsahuje prává n- g_ nezávislých řádků. Odtud plyne, že v posledních 
n-fl řádcích matice B je právě, n- y_, nezávislých řádků. Tecy hodnost matice 
B je nanejvýš rovna číslu n- fo+ fa , takže ^ 
g - n u l B - n - í n - f t * ^ ) = ft-ft , 
čímž je dokázáno i tvrzeni 3. 
17.15. POZKAMKá. Věimněme s i , že výsledek 17.14.3 můžeae psát ve tvaru 
ř í - í b ž Í Í - ft ti cii3) 
kde fy -* nul A , přičemž Jg * nul A° • nul E « 0. 
18. CHiOiAKTSRlSTICKtí ČÍSLA. MATICE 
18.1. Úmluva, a označeni. 1. V dalších úvahách vezmeme v úvahu libovolnou 
Čtvercovou matici A řádu n -» 1, o níž buďysme předpokládat, že její charakte­
ristická rovniceaiX » 0 » tt-násobný kořen, přičemž % -*• 1. 
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2* Pro k =• 0,1,2,.»., použijeme označeni 
přičemž & « 0 , ft>l. 
& = шl Ak, 
18^2 « Věta# Číslo %* 0 je ct« násobným kořenem všech charakteristických 
rovnic matic A f kde k je libovolné přirozené číslo* 
Důkaz. Vskutkuf označme kořeny charakteristické rovnice matice A č ís ly 
0 f •••• O f л^ •,•••• л ct » 
kde (A4. A. . . . A ) J- 0. Pak podle věty 14.3.2 uá charakteristická rov-» " * i n— t v ' k nice .matice A kořeny 
0 f •••• 0 f л4 9 •••• л 
*чr— 
oc 
18»3> Véta^ Značí-li* 06 násobnost kořene A * 0 charakteristické rovnice 
matice A • je j íž nu l i ta je gf « nul A > P*k pro k * 0 f l f 2 f # # # platí 
& = «-• (114) 
l)ukaz# !• Tvrzení je zřejmě správné pro k - 0 f nebo^ $J
 m 0 < rt* • 
2 # Dokážeme je pro k *• 1* Všimněme s i f že charakteristickou rovnici matice 
A můžeme psát ve tvaru 
lA-AEl- (-A) n+ s^-Ar*"1* s^-AY*""2 • . . . * s a , 
kde S značí součet hlavních minorů řádu k v determinantu | A I • 
Protože A = 0 ;je «,- násobný kořen rovnice |A -?AE|-- 0, bude 
S / 0. ' • 
n-K, 
Odtud plyne, že v determinantu I AI ;je aspoň jeden minor řádu n-K. nenulový. 
Proto hodnost aatica A ;je a *- n - «t , takže 
> 
a—n-j^^n-ot/' 
a tedy $ »• »-• . 
3. Pro k > 1 tvrzení plyne z věty 18.2 vzhledem k předešlému výsledku (pro 
k =• 1 ) . 
18.4. Věta. Hechl %, ;je násobnost kořene A= 0 charakteristické! matice A 
a nechl g_. = nul A • 
Pak pro k = 0,1,2, . . . platí vztahy: 
1. Vždy ;je & * fr^. ^ n 5 ) 
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2. KdyŽ pro uröité k platí ft « Њ , pak je ." 
* « ft * gĵ j. . . . . 
3. Idyă prà uròitekje «£ak л < n>, pak шtně 
« ' * - > ! • (116) 
4. Vidy J. Jfc_ - Ц. > ІV. - frn (117) 
DŮkaz. 1. Prvni tvrzeni plyne ze vztahu A * A .A podle věty 17.7 > 
takže ;je n - ^ « n - ^ . 
2. Je-li gj_ » Ct , pek podle (114) a (115) máme 
ot « or « o* •"•-•_ 
w VVl ' 
takže ^ ->«C- ^ 2 "••• 
3. BudiŽ tf< < •*> • Tvrzeni (116) dokážeme úplnou indukci vzhledem k řádu 
natice. Ukážeme nejprve, Že tvrzeni plati pro každou matici řádu n = 1. hech\ 
;Je A *[a] matice řádu n *- 1, ;Je;již charakteristická rovnice má ot>- násobný 
(pro •& -» 1) kořen X* 0. Zda i.uiaaě * ~ 1, takže A = 0 . Je tedy 
fr« 0, 1 * * « # « # « . . . . 
Je-li tedy při některém k - O nulita tfc<* (v naěem připadě pro k s 0), pak ;Je 
0 " á * ' fc < *k*i - fi - 1 . 
Kecht tady matice A má řád n *• 2 a předpokládejme, že dokazované tvrzeni 
je správné pro všechny matice řádu' * n - 1. 
Když k * O, je g j " 0 < a > a skutečně je 
fc<ft , ježto #>0. 
Nechl je c* < « pro určité k -* 1. Pak nutně g- < n. Podle výsledku věty 
17.13 existuje matice L řádu n - 9t (< n) taková, že má ( *, - fft )-násobný 
charakter i etický kořen X • 0 a pro j * 1,2, . . . plati 
gf « # • nul L*1"1 (118) 
Odtud pro j « k máme 
nui L*"1- r k - ri < * - ri» 
takže podle indukčr.iho předpokladů je 
nul L " < nul L • 
Proto je r k - r k u " l * u l t ^ - n u l Lk < 0, 
Čimž je dokázáno tvrzeni 3. 
4. Tvrzeni (117) dokážeme opět indukci vzhledem k řádu matice. Ukažme předně. 
že věta plati pro každou matici řádu n « 1. Kechl A " [ a ] je libovolná ma-
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tioe řádu 1, je j iž charakteristicky kořen A« O je * - násobný (kde K,-1 1 ) . 
Proto je # * ° > 1 •••-•» 1*5"-Jt* •••» 
takže tvrzeni je správné. 
Lechl proto matice A je řádu n -» íá fc předpokládejme, že tvrzeni (117) je 
správné pro všechny matice řádu i - s - 1. Pro k & O veta platí podle vztahu 
(113). Neoht tedy k - 1 . 
Je-l i ^ » n, pak máme 
t tvrzeni zřejmě platí . 
Neohl tedy gjj < n a použijme vztahu (118). Dostaneme vztah 
• . ř k . i " ífc * m l - k - - - 1 - * " 1 ' 
fcw- fi^x - »-- X-*x - —i Lk. 
Protože matice L má řád <n, podle induk čního předpokladu pravá strana první 
rovnosti není menši než pravá strana druhé rovnostif tj* 
nul L - nul L v" * nul L - nul L . 
ČímŽ je tvrzeni 4 dokázáno* 
-16*4*^ a 
16*5* Upozorněni* PodTe vetyilG.4.3 soudíme, že v uspořádaná skupině matic 
4% a A | A f •••• A • e»» \J.ly) 
existuje první nJttice k tiková, že jej í nu l ita 
& - * ' 
a pak také všechny následující matice, mají nulitu rovnou (C . 
Naproti tomu nu l ity předcházejících matic (před A r ) rostou, takže je 
0 < fr < & < ••• < tt = * * ft+i * ••• • 
ilimoto platí pro každá tř i sousední č ís la os$ Vfo^$ ý^tó vztah (117)* 
Položme «=!-»» s-»-»»—» vjt--ř r. r (1-^0) 
Pak nu l ity matic (119) postupně jsou 
*4t ( * 4 + * i ) t ( * < + V S U •••* i***-1"*** ••• * * r ) **£ 
Přitom všechna č í s la 
jsou přirozená a podle (117) splňují vztahy 
(121) fcy. = вt̂ îï c ž . . . =" вьг > o. 
18+C+ Definice charakteristických č íse l matice* Kechl k je libovolná čtver­
cová matice řádu n a nechl % * a je fc~násobný (pro *, ~ 1) kořen charaJkteri-
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atické rovnice вatica A , takže A * 
\) 
0 ;je ot-náвoЪný kořen oharakteriatické 
rovnice matice *• A - a E • Nechl 
S t *« * * f c f ••< • t **• * + ••• **r ш * 
anaði nulitУ юatic 
A - a Б , < A - a Ł ) 2 , . . . , ( A - a Ł ) r . 
Pak přiгoxená ðiala (Ц, ftţ, • • •, a . ae nazývaji charakteriвtická ðiala вatice 
A » přialuăná k ;Je;Jiвu charakteriatickéau kořenu X * a. 
ffiÍKLAD 19. Určeme charakterietická Siala přialuáná k charakteriatickému kořenu 
X * 0 matice A s přikladu 18. (odat. 15.12.) 
fleěeni* Charakteriatický polynom aatice 
Гo, - 1 , l t 0 
- * . 1, ' l t -1 
*, - l t - l f 1 
o, 
m 
*, - 2 , 0 
;Je Ф(Я) * X t :Jak ;Jaвe zjiвtili v přikladu 18. liá proto daná aatice čtyřná-
aoЪný charakteriatický kořen Л* 0. 
Podle výpoðtu minorû 3. řádu v uvedeném přikladu ;Jaou pro X m 0 tyto minoгy 
vesměa гovny nule. Proto вatice A вá věechny ainory řádu 3 rovny nule. Naproti 
tomu exiatuji v иatici A neшlové вinory řadu 2, např. minor v levém rohu na-
hoře. Má tedy юatiea A hodnoвt h^ • 2 a ;je;Ji nulita 
$ * « ì , * 4 - 2 - ' 2 . 
Utvořme nyni A • OЪdržime 
áf -Г-4, - ž , - 2 , 2 
0, 0, 0, 0 
0, 0, 0, 0 
-6, 4, 4 , -4 
m < 
Vidime, že Aь aá hodnoat ĥ  * 1, takŽe nulita 
ft -O^+iь^ 4 - 1 - 3. 
Odtud doatáváвe e> t
в 2, 
Konečně вe zjiati, . « я - 0 , takže ;Je;JІ hodnoat hx * 0 a nulita 
8H ••^•s+ t ь»ш 4. 
Proto ;je S * 1. 
Pгoto k ð-tyřnáaoDnéвu charakteriatickéau kořanu X « 0 matice A přialusi cha-
rakteristická ðiala 
ftV. * 2, 
/ 
S - 1, % »• 1. 
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18.7. Věta o minima!nim polynomu matice A . Nechl A ;je libovolná čtvercová 
matice řádu n a necht 
\ $ At t ••• » Ag t 
jsou vzájemně různé kořeny charakteristické rovnice matice A , přičemž fc. ,(l , 
. . . , d znáči násobnosti těchto jednotlivých kořenů. 
Kechl charakteristická čisl« přisluěná ke kořenu: 
\ jsou * „ , * t , . . . , v, 
Aft jsou fo, 0 t , . . . , (Jp . 
Ag jsou ť 4 , $ e , . . . , d . 
ť s 
Pak polynom D p D 
Y(A) = (A-A^rMA-At) l ... (A-Ag)PB 
je minimální polynom matice A • 
Důkaz • Podle definice charakteristických č í se l matice 
(A-A4C )
 1 má nulitu oc , 
(A-A f E) má nulitu £ , 
p * 
(A-A g E) ná nulitu tf • 
Protože polynomy 
(A-A 4)
P l , — , (A-A $)
P s 
jsou nesoudělné, má podle věiy 1?»9 matice 
Y ( A ) - (A-A4E )
P l (A-\E ) * — (A-AgjE ) P* 
nulitu rovnou * • £ + • •• • € •* n, 
takže y( A ) s 0 J 
splňuje tedy matice A rovnici Y ^ ) a **• 
líedrt f( A) je libovolný polynom a nechl d( A) je největší společný dě l i te l 
polynomů f ( A ) , Y ^ ) # ^ ^ e x i f i tu j í takové polynomy 
fx(A), yiX), 
že je f^AJfíA) * Y í ( X ) Y U ) = d ( X ) # 
Odtud plyne 
f x(A)f(A)+ Y <
( A ) Y ( A ) a d ( A ) # 
Protože Y ( ^ ) ~ 0 » je 
f x ( A ) f ( A ) = d(A) . (1321 
Když se nějaký vektor K l ineami substituci o matici f ( A ) transformuje 
v nulový vektor 0 , takže 
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f(A)*«-0, 
podle (122) puti 
d(A)K - 0 . 
Proto nul f(A) -* nul d(A). 
Ježto d( A ) ;Je dělitelem polynomu f( A ), při vhodném polynomu d-,( A) máme 
dr(A)d(A) *f(A), (123) 
takže " ̂ (AJdlA) • f(A). 
Když pro nijaký vektor X plati 
d ( A ) x - 0 , 
pak je 
d^A) [ d ( A ) « ] -f(A)JC - O . 
Odtud plyne nul d(A) * nul f( A), 
takže vshledem k hořejSimu výaledku dostáváme 
nul f (A) *nul d(A). (124) 
Předpokládejme nyni, že f(A) * 0 , takže 
nul f(A) • n * nul d( A ) . 
Ježto d( A) je dělitelem polynomu v ^ ! » -*-• vhodném &( A) máme 
y{\) *a(A)d(A). 
Je-li d(A) nižěiho otupne než y{ A), je 
nul d(A) < n. 
Polynom d( A) je pak totiž •oučinen. polynomů 
(A-A,)01, (A-A t)
%
f —, (A-A,)'", 
kde 0 -- ̂  * plf 0 * c, * p^, ...» 0 -» cs * p^. Podle 17.9 tedy je 
nul d( A ) -- o. + c-» * ... + c * pt + p, +...+ p *- n. Proto 1 C a L -t a 
v ( A ) * c.d( A ), kde c / 0 je konstanta. 
Z {U2) plyne 
f(A) « ^ ( A ) y{\). 
Vycháíi tedy, že každý polynom f ( A ) , pro nějž f(A) * O, je dělitelný poly­
nomem yi\). Zejména je tedy minimalni polynom dělitelný polynomem VÍZ), 
a tedy y(\ ) je minimalni polynom matice A * 
1 9 . SOUSTAVA NORlífclJÍCH VEKTORU 
19.1. Definice vektoru řádu k. Bechl A je libovolná čtvercová matice řádu n. 
*k 
Vektor * , který ae lineárni substituci o matici A transformuje v nulo-
vý vektor O , kdežto lineárni substituci o matici A v nenulový vektor, 
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přičemž k -- 1, nazýváme vektor řadu k. 
Pro vektor x řádu k tedy platí (pro k •- 1) vztahy 
Ak« -Oť A
k - 1x tO. 
19.2. Úmluva. 0 matici A J ^řádu n budeme předpokládat, že je j í chara­
kteristický kořen X * 0 je tc- násobný, kde ct-- 1, a že 
* 4 ^ " i * . . . = * i . > 0 
jsou charakteristická č ís la příslušná ke kořenu «\= 0. 
Jak víme, mají matice 
A • A , ••., A 
nulity flc^, fcj+Kfc, . . . , «^* . . . •*> s •-* , 
přičemž všechny další mocniny matice A mají stále nulitu K . 
V dalších úvahách opět položíme 
přičemž pro 1 =- k = r platí 
шl A Ä &, 
«Ч**a
+ . . . ""Ч^oV 
19*3• Věta* KecłЛ matice A splíiuje předpoklady odst.49.2* Pak л - l i 
1 ~ k ~ Г f existu j aspoň * k vektorů 
* 1 * * 2 f # # # * *Kч< * 
kt ré se vysвačují tím f že vaktory* 
(1) * 1 * * 2 f # # # l *&*; jsou řádu k f i 
(2) J L 1 <Ł9 •••! A * ^ jsou řádu k - 1, 
(k) A * ^ | A •*>,•••, A Жjц jsou řádu 1, 
přičemž vвechюy uvedené vektory jsou l iи árně nezávislé. 
Důkaz. Protože Cfc = nul A » existuje (> nezávislých vektorů, které se l i ­
neární substitucí o matici A transformují v nulový vektor, a to vektory 
Označme pro m = l ,2-. . .»gg vektory^ 
Axw=xi,, Axi,=,x5,, . . . .Ax^x^, (126) 
takže je . 
xx » Ax , 
m m* 
# # » *. (126*) 
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4 Jt»X _ -Jc-1 „ 
Vezměme v úvahu vektory J^"1, J^"1, . . . , J^J.1 U--7) 
Jsou-li tyto vektory vesměs nulové, plyne z předposlední rovnosti 11*6*}» Že 
ae vektory (125) traneforinují v nulové vektory lineami aub»tituci o matici 
A * •> Tato matice má nulitu rovnou $V4, takže největši počet nezávislých vek-
torů, které tran»formaoi o uattici A přejdou v nulový vektor, je roven te , 
Protože te > ft^tt došli jame ke »poru# Odtud »oudime, že mezi vektory (12 7) 
je aapon jeden nenulový* 
Kechl h(^ 1) znáči nejvétfii počet vektorů (127), které jaou nezávialó, a 
nechl jaou označeny tak, že jaou to právě vektory 
xj"1, •••; x£"\ (128) 
Pak každý vektor (127) je lineárni kombinaci vektorů (128), takže je 
neboli , 
A ^ 1 Xm - J _ a M A
1**1 X* f m í^i mip 
kde a jaou vhodné kon»tanty# Poaledňi rovnoat můžeme paát ve tvaru 
* m ^ Ir 1 r i t* ' i -
A""1 [ % - £ -„ «., ] ••• 
Odtud vidíme, že všechny vektory 
*--ć mV V 
jaou lineárními kombinacemi vhodných, pro všechny vektory týchž, nezaviolých 
k—l 
vektorů v počtu y* -, nebol nul A •• řjLj* Odtud pak plyne dále, že 
všechny vektory (125) j»ou lineárnimi kombinacemi těchto nezávialých vektorů 
(v počtu K J a vektorů (128) v počtu h, tedy celkem h • fl* vektorů* 
Protože vektory (125) jaou nezávialé a je jich jfc , máme 
Tím jame zjistili, že vektory 
X^"1 t ...t i^"1 CU9) 
jsou lineárně nezávislé. 
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Byní ukážeme, že pro £ » 0 , l , ^ . . , k - l představují vektory 
ttx tfx # * ' 
vektory řádu k~£ • 
Nuže, pro ( i* l , 2 f # # # > «fc p i a t i vztahy 
A k - t l ( A ř * . > •*«,-•. 
čímž je tvrzení dokázáno* 
Zbývá z j i s t i t , že pro £ * 0 . 1 f . . . f k - l a pro p * l , 2 f # # # , o^ jsou nezávi-
slé všechny vektory 
* % . 
V opačném případě p l a t í re lace tvaru 
fa %""* pi "* A v '"*+ h •"--****ř" °' luo) 
v níž všechny koeficienty a^* nejsou nulové* Složením rovnosti (130) a maticí 
A 1^ 1 obdržíme j ^ 
5_ a „ * * A * o • ••• + o * 0 f 
jFi 0ř P 
odkud plyne a ~ 0 vzhledem k tomu, že vektory (125) jsou nezávislé* Podob-
ně složením s maticí A obdržíme 
a l ft = 0$ a t d # f 
takže v r e l a c i (130) jsou všechny koeficienty a * nulové* Tím docházíme ke 
sporu f čímž j e důkaz proveden* 
19*4* Keclrb matice A splňuje předpoklady odst. 19.2* Pak existuje celkem 
fc m. ec + # # # + otr vektorů 
X^ f *•*, Xjĵ  j J ^ , •••, ^fc^ 5 •••i^t •••! *Jt 4 l l31) 
s těmito vlastnostmi? 
1. Vektory X̂ j f * . * f x j ^ j s o u ř á d u r , 
1M *í> •••*
 x L 4 j
f i o u ř á d u r-1? 
T* V* 
* X,., ..., X- jsou řádu 1; 
2. Pro k = 1,2,..., r - 1 platí 
A %>- «**•- A * k = xí 
1 1 *4 ~ *4 » ••• " «r-k-M ^ P - k + 4 
3. Vektory (Í31) jsou lineárně nezávislé. 
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Poznamenejme, Že soustava, to vektorů (131) o uvedených vlastnostech se nazývá 
Bouatavou normálnioh vektorů, příslušnou k ot—násobnému charakteriBtickému 
kořenu X • 0 matice A• 
Důkaz*(Úplnou indukci.) Je-li r *• 1, ;Je veta správná podle předcházející 
vety 19.3. Budiž tedy r -» 2, Nechl k - l,-.,...,r-l a předpokládejme, že exi­
stuji vektory ' ' ' _ k k 
* 4 » •••» *%T i • í * < » •••» *ft . f _ | t < . 4 » <
1 3 2 ) 
které mají iyto vlastnosti* 
1* vektory xj , ••., x i jsou řádu r, 
vektory x j , . . . , x£ . Jsou řádu r-k+lj 
2, Pro 1 « ̂  * k-1 plati 
Ax* «* J C ^ 4 A x * -> x*1*4 
3. Vektory 
AxJ , . . . t A x í jsou řádu r-k 
(133) 
A Xj , . . . , A X~ . . jsou řádu 1 
' "*r-k*4 
4. Všechny vektory (132) a (133) jsou nezávislé. 
Tento předpoklad je splněn pro k-1, jak plyne z věty 19.3, píšeme-li v ní r 
místo k» Ukážeme, že pak existuji další vektory 
JÍ* 1 , ; . . , X ^ k (134) 
takové, že o vektorech (132) a (134) platí hořejší výroky 1 až 4, v nichž 
místo k píšeme k+1. Tím bude důkaz věty 19.4 proveden (pro k = r). 
Nuže, označme 
A»í- -f1. •••>*<,<•,<-.•, - «5> 
takže vzorce (132) platí i pro £. * k. Protože 
"- ^ ' ťr-k' r.k 
existuje JK>, nezávislých vektorů, které se lineární substitucí o matici A 
transformuji v. nulový vektor. Podle předpokladů 3 a 4 jsou vektory 
.Jen Jc*l 
*£ » •••» *v.kMÍ 
«f.r—k řádu r-k, a tedy se lineární substituci o matici A transformují v nulový 
vektor, a. jsou nezávislé. Existují tudíž další vektory 
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<1 Jî+l 
w*' ••"• Vk 
v počtu 9^^ • ^r-k+l tekov®> ^ e s e všechny vektory 
j jc^l Jk+1 , _ _ . 
T*—Ir 
transformují l ineárn í substitucí o matici A fc v nulový vektor a jsou l ine­
árně nezávislé* 
Pro m ~ l , 2 , # # . , ^ w k označme vektory 
m m f ' m m * 
takže p 
m m * 
j-r -, tf-k-i J e n 
*m H *m > l X137) 
0 = Ar-k ^ 1 . 
m 
Vezměme nyní v úvahu vektory JC.F* • ••, K^ (138) 
i. d>«k 
Mezi těmito vektory je aspoň oo _ ^ nezávislých vektoru, totiž vektory řá­
du l f a to (jak plyne z předpokladu 4) vektory 
*í » — ' *ír-M 
Podobně jako jsme v důkazu věty 19*3 z j i s t i l i o vektorech (podle tamějšího 
označení) (127), zjistíme i nyní, že mezi vektory (138) aspoň h nezávislých 
vektorů, kde 
h " *r-k \ *r-k-l = "r-k' 
Při vhodném označení ;jsou tedy nezávislé právě vektory 
* L » '•• ^ k * 
Nyní ukážeme, že pro ^ = 0 , 1 , . . . ,r-k-l jsou vektory 
A^-k+1 ^ J ^ l 
1 ^ r-k 
vektory řádu k. Pro jJ = 1 , 2 , . . . , 00 platí tot iž vztahy 
Ar-k-* (A* x f 1 ) = A'1* < x = 0 , 
ť**- 1 (A* x?1) - Ar-k-x < x - xf1 / 0 . 
Zbývá tedy z j i s t i t , že všechny vektory 
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JI1 . . . é 
Jen Jetí 
T. ' * * , » 
r-k 
•'••i » •••••» AJC » 
" Tr-k 
Ar-k-1 Je*l A
1"*-1-* »« , •••,•! JL 
J»Ou nezávislé* V opačném připadě totiž platí relace tvaru 
£a l f tJ^+ ..-•• £jVl,V "iT
1* U V . V * ^ 1 * ' " * £**">*' 
, r - k - l jjk+l 
ţ«4 "--• • •»-- «••-•-»* - «-- «•«-.» ' -*-- *i- ** 
koeficienty a^. , . . . , a _ nejsou rovny 0. Složime-li vSak tu-
ipně B maticemi A*" » A » •••» A°» zjistíme, Že všechny 
přičemž všechny 
to rovnost postu
koeficienty a ^ , . . . a ;jeou rovny nule. Tim jsme dospěli ke sporu, a důkaz 
věty ;je ukončen. 
19.5. Definice. N chl A i liЪoюlná matioe řádu n. necht 
;jsou v&eohny vzájenшě rCzné chaгakteristické koleny matica A 
.. . ,<ŕ znači násoЪnoвti těchto koř nC, takže 
a nť 
»•••» Aj 
»Chl «, , (І , 
* + ( • • . . . • $ « - n . . 
Přitom kořen A» 0 charakt ristické rovnice matice 
A-A.E Je c-tiasoЪn , 
A-At.E ;je jш-násobny, 
A - X , E ;je 6-náвoЪný. 
t.echt вoustava normálnich vektorû přisluвných k kc 
A-XţE tvaru * l f Ä 2 , . . . , Л i 
A-ЛдE tvaгu V̂ - Ъг, . . . , bţ Ì 
řenu Я в i 
l 
Э ;Je u maticę 
(139) 
• 
A-X,E tvaru S x , Шг$ •••, *% • 
Fak souвtava věech vektorû (139) v počtu n ;j tzv. soußtava • ncяrcuálnich vekto-
rû matice A • V 
19.6. VěШ# VektorУ »швtÄirУ (139) üou liaeémô nezáviвlé. 
matice řádц ц tveru 





Důkaz* Ve skupině vektorů <U, • •», a*, necht jsou vektory uspořádány tak, 
že vekťbry vyššího řádu předcházejí vektory nižšího řádu* Podobna tomu budiž 
v ostatních ^skupinách soustavy (1.39)• 
Předpokládejme, že vektory (139) nejsou lineárně nezávislé, tekže existuje 
l ineární re lace 
- C ^ V * Í ^ K * •••+ LPÍT »ir « 0 , (140) 
přičemž některá z č í se l m« , n v , ••• p^ nejsou nuly"* Označme tuto r e l a c i 
stručně symbolem 
£ A4 i • • • t&«,»b| t • • • i ^ t •••>*< i •••> 4< j ~ • • (I40#v 
Když vektor na levé straně a na pravé straně v r e l a c i (140) složíme s maticí 
A - A.E i obdržíme 
Um- [(A-JLE) a j + ••• + L P * [ < A - X E ) •*]« 0- (141) 
Když vektory ct4 , •. . , a ^ označíme tak jako v (131), vidíme, že vzhledem 
k r e l a c i (1-^6) je 
X ^ [ ( A ^ E ) ^ ] - * ^ * ••• + ^*«,/ — ' " k - ^ ^ 
= Kil V 4 4 * m* a *r + 2 * # # # * "kwc,**-V16! # 
Dále např* j e 
n*[(A-\E) h|J =n^ [(A-A2E) + (A^-AJE] b/ (142) 
takže A 
* n v (A -A^E ) bý
 + n v (Xjt - Xi) b»> » 
£ > „ [(A-.\E) b-J = (A-.-A.,) E^b,* . . . + n.b.] + 
Je tedy relace (141) tvaru 
\&tU+4 9 •••> ^ t ^ t • •• >•*£ t • • • i * 4 f •••> % j ~ * • 
Případnými dalšími složeními s maticí A ~X 4E a pak s maticemi A -A^E $ 
•••• A -Aft^E dojdeme konečně k r e l a c i ' 
t *4f •••, **} - 0 • (143) 
I ]ejsou-li všechna č í s l a p . f . . . , p^ nuly, (což můžeme předpokládat, nebotj 
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Jinak bychom mohli vynechat poeledni součet vt vztahu (140) a uauiovat pak 
o předposledním), neni relace (143) identioká. 
Vakutku, ;Jt-li např. p^ f 0, podobně jako v (14-.) platí 
% [ ( A - . \ t ) t , ] -Pĵ  t ( A - * , ! ) * i\-\)*l •< • 
- p^Ug-A,,) 4, • vxi^ * ...i 
kdt < > 1. Je tedy koeficient při*, v relaci (141) 
P-i.Xe-.X4) 
a podobna v relaci (143) ;Je p.-krát součin vhodných mocnin výrazů (At -Xfc) 
pro i J* k. Jt tedy tento koeficient rušný od nuly, a tedy relace (143) není 
identioká. 
To ;Jt však nemožné, nebol podle významu ;Jaou vektory %K , ••«, tg lineárně 
ntsávialé. Tin Je věta dokázána. 
2 0 . PODOBÍ.-. MAT1C& 
2Q.1. Definioe. l.eohl A ;je libovolná čtvercová matice řádu n. Matice 1 
tehol řádu n at nazývá podobná a matioí A, exietuje-li regulární matice A 
řádu n taková, i t platí 
» -ťAt . 
20,2, Y*ţat KeobЛ nfttice A. » . C Jeou čtvtroové řádu n. Pak plati tyto 
Izákonyi 
1. Zákon reflexivnoвtii liдtice A j< 1 podoЪná t maticí A • 
2 . Zákon aymetriei Je-l i A podoЪná » » • J* » podobná a A • 
3. Zákon tranzitiVLOвtii Je-li A ] podoЪná в » , » podoЪná a e. pak A J© 
podobná a e. 
Dfifcas. 1. První zákon Je zřejmý (pro Q • t ). 
2. Předně jt » - <ť A t , odtud máme 
a » ť - (tť) A ( t ť ) - A , 
takže matice Cfmá nyní tutéž úlohu jako dříve matice t • 
3. V třetím případě z relaci 
».tťAt, t-**** 
'**?• e * r\ť At)»- ift)A(t» - ivr11 (t*n 
00i dokazuje tvrzení 3. 
- 88 -
2Q»3» POZUJUKY. 1. .Protože vztah mezi prvky dané množiny, který splňuje 
zákon re f lex ivní , symetrický a t r a n s i t i v n í , se nazývá ekvivalence, z předešlé 
věty plyne, že podobnost matic téhož řádu n je ekvivalencí. 
2# Vzhledem k zákonu symetrie nemusíme u podobných matic rozeznávat j e j ich 
pořadí,, a můžeme stručně mluvit o podobných na t ic ích A , B • 
20.4. Věta. Dvě podobné matice nají stejné* 
1. charakteristické kořeny; 
2. charakteristická čísla, příslušná k jednotlivým kořenům; 
3. minimální polynomy. 
Důkaz. 1. První tvrzení bylo dokázáno ve větě 17.1^.1. 
2 . J sou- l i A , B podobné matice, takže je např. 
»= ťAa, 
a j e - l i A = a kořen je j ich charakteristických rovnic, pak 
ft- a£ = Cf \A -aE)4 
a odtud podle 17.12.2 plyne 
(B-aE)*= Cf4(A-aE)ka . 
Protože matice (t j e regulární , mají matice ( A - a £ ) , (fr - a £ ) stejnou 
nulitu (srv. větu 17.10 a poznámku 17.11) pro každé přirozené k. Jsou tedy 
charakterist ická č í s la přís lušná k témuž kořenu a podobných matic A , B s te jná. 
3. T ř e t í tvrzení plyne z předešlých dvou tvrzení a z věty 18.7. 
20.5. Větaл Kecłrfc matice A , B jsou podobné , takže B * fiҐAQ. ll ch^ Я s a 
je «-,- násobný (pro ÖŰ > 0) charakterist ický kořen matice (a ovšem též A )« 
Nechl 
• « , < • « . » , 
n 1 
9 # # * ў \** ' ą 
r 
• • î ЧĄ • • • t < 
(143) 
je soustava norяálních vektorů, příslušných k oc-násobnému kořenu X~ 0 ma~ 
tice B~ aE. 
Pak , 
«ïî •<, « » ; t • • • t ftЦ^ (144) 
je soustava noràálních vektorů, 
9 
příslušných k ôc-náaobnómu kořanu X = 0 ma-
tice A • -»E . 
Důkaz. Pro zjednodušení pišme 
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N 
Podle předpokladu Jsou pro matici -B - a £ vektory 
1« • •••» %^ **<*" r» 
til* •••• £4
 ř a d u l-
Přitom plati 
( B - a E ) ^ - $ , . . . , ( B - a E ) * ^ - t ^ , 
. < » - • » * - » t ( B - a E ) ^ « ^ M , 
( B - a E ) j f 4 - ^ , . . . , ( B - a E ) l , £ - ^ . 
Mimo to jsou vektory (143) lineárně nezávislé* 
Z předpokladuf že pro n « 1,2,•• • 9 ot̂  jsou vektory g^ řádu r9 plyne 
0 -(B-aE)rlÍ = ť(A-aE) raíl -fff(A-'aE)rJ^, 
o ^ (B- aEr1 ij =-ť(A- aEf^atri **"4<*- ^)r"*1 -i • 
Odtud složením s maticí Ct plyne 
( A - a E ) r x J * < > 9 (A-aEf-
1*1/ 0 • 
Jsou tedy vektory xj 9 • • • 9 x£ řádu r# Podobně zjistíme, že vektory 
X* > •••> *£ J»ou rádu r - 1 . 
X* 9 •••« X^ jsou řádu 1. 
Bále pro k - l 9 2 f # # # f r ~ l 9 kdežto n * l 9 2 f # # # f <£ z předpokladu 
(ft- aE) f* - fjf1 neboli *A (A- «QQj£ - I j f 1 
plyne vztah 
( A - a B * * = ft^1^ J ^ 1 , 
n n 
Proto zbývá dokázat9 že jsou lineárně nezávislé vektory 
4 i £ £ r ? 
* 4 > • • • > * * 5 X^ > • • • > * * $ • • • 9 X^ > • • • > XL 
Předpokládejme naopak* že jsou závislé, takže existuje relace 
kde aspoň jedno z čísel m je různé od nuly» 
Pifime předešlou relaci struěněji ve tvaru 
l— n* K^ m 0# 
Odtud |;je 2~» n <*Hn *•. 0 , 
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takže ••E-.n.-o. 
což značí, živ vektor 21 m ij transformuje lineární substitucí o matici Ct 
v nulový vektor. Odtud složením s maticí Qf dostaneme 
£-mn ?» "• • ' 
Protože m nejsou všechna rovna nule , plyne z předešlého vztahu, že vektory 
u jsou lineárně, závislé* To však je prot i předpokladu, a důkaz je hotov. 
*• a 
m - . — 
2Q»6* Věta> lleofrU matice A , B jsou podobné, takže B - d ACi • 
líeclrk 
a^% •. . ,a f l c j P-^, . . . , P ^ ; . . . , • ^, •.., t g (145) 
je soustava normálních vektorů pro matici B . 
Pak soustava normálních vektorů pro iratici A je tvaru 
< t a l f •••,4ade, ; Q ^ , •••,Clb^ •, •••; <k*v . . . , Q s ^ . 
Důkaz. Tvrzení je důsledkem předešlé věty. 
2Q+7. Věta (obráceni věty 20*4.1 a 2) # Když dvě matice téhož řádu n mají 
stejné charakteris t ické kořeny i ste jná charakterist ická č í s la příslušná 
k jednotlivým kořenům, pak jsou nutně podobné. 
Důkaz. Předně s i všimněme, že j e - l i B - Cf Aft a j e - l i 
*4$ ••*»<*,*, i î , >•••»*£ ; •••§ *4 » • ••» % 1146) 
soustava, normálních vektorů pro matici B , pak podle věty 20.6 je soustava 
těchto vektorů pro matici A tvaru 
Přitom matice 
H - [*„,..., hA, . . . . , * r f ] »[<u;, ...,ai5, . . . .aj j] -
a HL**-j» •••# **fc» P |̂ ,•••, P* , . . . , Ŝ  , . . . , 8^ J ' R HP« 
Podle vě-ty 19.6 je matice 
P * [ < » •••» < » •••» *tf] (147) 
regulární, takže 
a = M P " 4 . (148) 
Nyní přistoupíme k vlastnímu důkazu věty* 
Předpokládejme, že obě. matice A , B téhož řádu n mají stejné charakteri* 
stické kořeny a stejná charakteristická čísla, příslušná k jednotlivým koře-
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nůau Nechl (145) j e soustava normálních vektorů pro matici % , kdežto (146) 
j e soustava normállnich vektorů pro matici A f přičená vždy k témuž charakteri* 
fltickómu kořenu p a t ř í skupiny vektorů označené stejným písmenem. Kapr. ke 
kořenu X • d vektory 
* J t •••t«í? ft4, . . . t O ^ j a t d . (149) 
Protože matice (147) je regulérn í , určeme matici H * l t r , takže 
«,-•< •••!•»--•<! K«ftKt •-, %«••£ (150) 
Označme pro okamžik např* písmenem d některý charakterist ický kořen (obou 
• matic A , B )• K tomuto kořenu p a t ř í skupina vektorů (149)• Označme tyto ve­
ktory postupné znaky 
*41 • • • t * * , t • • • t * 4 t • • • i * i 6 P r o m a t i c i 0 | 
takže 
a 
•̂j | • • «"| **^ * i • • • > '•j i • • • i **^ P̂ *o roatxcx H | 
• . S4 a* - *f a = x4 a_ = xT 
*j **4 » •••» **«, %t » 4 \ » •••» *• ^ C . • 
Přitom vektory 
* , » • • •» t\ut 
;Jsou řádu r , a t d . Podle významu těchto vektorů pro n - 1 , - , . . . , K-4 platí. 
(A - dDxJ = 0 
a odtud . _-
ť ( A -dEjaXl" o . 
Podobně ;je ( ft - d l ) jřj = 0 , 
takže . __ 
( S - d l ) I J - a (A-dl)Ct 2*. 
Odtud přičtením vektoru d / na obě strany dostaneme 
Podobně máme __ n „ 
a odtud podle (150) plyne 
o-^-dEiaar1 -tfft-í--;. 
Podobně __- -
(t-dfc) sř- 1. < 
/ Je tedy , ____ 
( i - d i ) 2*-1 - ť ( A - d i ) a * * 1 . 
Odtud přičtením vektoru d i P " na obě strany plyne 
BSřr-i_ ^ A a s ^ -
1 , 
- 9- -
atd. Vidíme tedy, Že p l a t í ro>roice 
Ba;= ť A * < *<= aHAaa;,..., -t<- tf4Aa%, 
takže je 
B F « ( ť A a ) P . • (151) 
Protože matice P j e regulárn í , složením předešlé re lace (151) s inverzní 
na t i cd r obdržíme 
* - ťAQ, 
čímž je věta dokázána. * 
21» TRiiiSFQRMACE PÍRU' MATIC 
2 1 . 1 . tívodni poznámka. Karl Weierstrass (1815-1897) ve svém proslulém poje­
dnání „Zuř Theorie der bi l inearen und quadratischen Formen", (uveřejněném v 
časopisu ^Monatsberichte der k£l . preussischen Akademie der Wissenschaften11 
z r . 1868, s t r . 310) ř e š i l tento probléms 
Jsou dány dva páry čtvercov4 /ch matic *,a 1 » , . « 4 téhož řádu n. Jaké 
jsőu nutné a postačuj ící podmínky k toпш L, aby xistovaly takové r gulární 
пatic | | , Ц řádu n, že p l a t í vztahy 
MPK, < t < = HQK. 
Přitom se Weierstrass zabýval případem, že pro některá X ,£ i je 
I x**^a| to. 
Jeho řešení spočívá na pojmu tzv. elementárních dělitelů, o nichž se zmíníme 
v kap. 22. Z předcházející teorie, kterdu vybudoval náš matematik Eduard Weyr 
(1852-1894) ve své práci „0 theorii forem bilineárných (Praha 1809), plyne 
snadno jiné řešení, které se také vztahuje na případ,kdy pro některá X 9 £k 
je|Xf* + ̂ -Ctl jr* 0. Toto řešení je obsaženo v následujících dvou větách, z nichž 
v první předpokládáme regulárnost matice P . 
21.2* V t a . I lech^ P ,a .ъл< jsou dva páry čtvercových matic téhož 
řádu n, přičemž IИ/o. 
Pak ex i s tu j í reÊUІární matice H , li řádu n, pro n ž p l a t í 
n -- HPU . • * 4 = naк (15-) 
právě. téłídy, je--ü ląl * 0 & ob matice щ¥ , CĹPĄ mají stejné charakteri-
stické kořeny a stejná charakterist ická č í s l a přís lušná k jetínotlivým kořenûm. 
- sз -
Dčkaz. Haciatuji-li regulární matice M , K , které splňují vztahy (15Í2), 
zřejmě je 
\P4\ -lULW.IKhfío, 
takže matice P^ je regulární. Mimoto platí 
K «- ( M ^ r 1 ^ = r 1 H"1 P V 
0 , - H a ( r 4 H 4 ) i > 4 , 
takže fitf - U (dP"4) H\ (153) 
Jsou tedy matice QfCjYQr Podobné. 
Jeou-li naopak matice P , P^ regulární a jaou-li obě matice 
o**4, ar4 
podobné, takže existuje taková regulární matice H f že platí (153 ) f můžeme 
urěit matici K vzorcem 
K » r 4 H\PA . 
Pak máme 
H P K - H P t r ^ l T 4 ^ ) - H d ^ l H ^ - ( H H H ) l > « P< , 
Han - (Har4ir4)i>4 = a,?;
4*, =- a4. 
Proto existují regulární matice M, K , které splňují vztahy (152). 
Odtud plyne tvrzení věty 2l#2 už bez obtíží. 
21,3. Věta,. Kechl P,Qi *9PA , Q4 jsou dva páry takových čtvercových matic 
téhož řádu n, že je 
1*1 --IQMy =1^1-0, 
avšak při vhodných X^, M0 je 
I \P + <U0<*I *<>. 
Pak existu j í takové regulární matice H ,K řádu n, že platí vztahy (152), 
právě když obě matide 
mají stejné charakteristické kořeny a stejná charakteristická č ís la příslu­
šná k jednotlivým kořenům. 
Důkaz. Z předpokladu plyne, že matice 
je regulární, takže |H | / 0, přičemž zřejmě je \faft 0. 
Bxistují-»J.i regulární matice M ,K takové, že platí (152),# je 
** * V í * ^ a 4 - W K + ^ M Q K =, H ( \ p + ^o a ) K , 
takže . 
H, - MRK , 
pričeiaž Q4 » KQK. 
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Proto I ft{l * IHIIRIIKI 7- O a matice 
alf 4 . O,*,-4 
jsou podobné, jak plyne z předešlé vely 2 l # 2 # 
Když naopak j R J / 0 a j sou- l i QRT, G^ft podobné, exis tu j i takové regu­
lární čtvercové matice H , K řádu n, že 
R, ,HRK, a r H a K , 
tókže \.)«t̂ -H<\P«(-.a)KARnc**HftK, 
Odčítáním obou rovnic obdržíme 
\l - >.HPK . 
Současně je ^ * HAl\ # 
Vzhledem k tomu, žě } ^ 0, plynou odtud vztahy (152). 
22 # PŘEHLED WEIHtSTRASSOVY TEORIE EUit^TPJBlJÍCH DČLITELS 
Tato kapi to la obsahuje stručný přehled Weierstrassovy teorie elementárních 
d ě l i t e l ů . Věty uvádíme většinou bez důkazu. 
22#1» Definice svazku matic. Hecht W$& značí čtvercové matice téhož řá­
du n, přičemž A j e regulární . 
Množina čtvercových matic řádu n tvaru 
^-A+B , (154) 
kde A značí libovolné č í s l o , se nazývá regulární svazek matic určený matice­
mi A i o . 
22#2# Zavedeni pojmu elementárních dě l i te lů svazku matic. 
1# ftechl D, značí (pro k - l , 2 l # # # , n ) největšího společného d ě l i t e l e všech 
minorů k-tóho řádu v determinantu 1 Jt A * B l . 
J e tedy D polynom F ( \ ) stupně m h. 0. Zvláště pak D = | A A + B J je po>-
JC n 
lynom stupně n, nebol I AI/* 0. » 
Snadno se z j i s t í , že (pro k ~ l , 2 , # # # , n - l ) je polynom D děl i te lný poly­
nom Dv j takže 
D 
—*—• ~ f(*\) j e polynom proměnné X . 
k 
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<•• Zvolme libovolný polynom > - a, zvaný stručně 2áklad. Označme h. expo­
nent nejvyšěí mocniny základu X- a, která děli polynom D . To znamená, že 
když X - a neděli D. , pak ;je h, P 0. Když ale X- a dělí D, , pak také 
( A - a) K d ě l í D k , zatímco ( .X- a) * nedě l í polynom D.* 
3 . VTaB-tnoati exponentů h^ (pro l ibovolný základ DU a)» 
a ) A^Vl' ( 1 5 5 ) 
přičemž znaménko rovnost i p l a t í právě, tehdy, když h . . . * 0. 
b) Když pro u r č i t é ;j nastane h . = 0 , h . > 0 , pak 
h l p ' h < ž
 s *•• = h j * °» ( 1 5 b ) 
0 < h j + 1 ^ ••• ^ --n-
4 . Položme 
e l = h l » *-. = *2 " V — » e n = h n ~ h n - r ( 1 5 7 ) 
Přitom p l a t i l a) 6^= 0 jen tehdy, když h .̂ = 0; 
b) e 1 ú e^ ú ••» té e ; 
c) Když pro určité j platí e = 0, e _ > 0, pak nutně je 
J J •*• 
e l = e 2 = — = e j» 1 (156) 
e j + 1 > O, e j + < J > O, . . . , e n > O, J 
přičemž 
Vl + V + - + en = V ( 1 5 9 ) 
5« i í«ou-l i e, č í s l a definována vztahy (157) , a p l a t í - l i (158) , pak poly­
nomy * e . e ^ e 
( 1 - a ) J \ (*- a) J f •.., ( % - a ) * (160) 
se nazývají elementární dě l i te lé determinantu | ^ A + P | patřící k základu 
^ - a (popř« elementární dě l i te lé svazku A A * © )• 
2<U3» Věta* !• Elementární dě l i te lé (160) mohou přís lušet jen základu A - a, 
který děl í determinant | A A + Q| • 
2 # Součin elementárních děl i te lů, příslušných k témuž základu A~ a, je 
roven nejvyšší mocnině ( A - a) , která dělí determinant \XA + B | • 
3é Součin všech elementárních děl i te lů, příslušných ke všem možným základům, 
je roven až na multiplikativní konstantu přímo determinantu | A A +O\ • 
Důkaz* !• Když X- a nedělí determiant | AA + B \ , pak všechna 
h n = h n - l & — = ^L " ° ' 
a tedy též e * e , * # # # * en * 0 # 
n n~l i 
- Sб -
2# Druhé tvrzení plyne ze vztahu (159)* 
3. T ř e t í tvrzení j e důsledkem druhého. 
rfJKLAD 2Q# Určeme všechny elementární d ě l i t e l e daného svazku 1A + B . 
fešení. Hécht a^a^ , ŕ 0 a ГІЄC íh^ matice Д f | jsou tvaгu 
A = "a^, 0, 0, 0 * 
» - • • V 0, 0, 0 
/ 0, a r 0, 0 o, ь 1 # 0, 0 
0, 0, a^, 0 o, 0, b^, 0 
• 
0, 0, 0, a . 0, 0, . ь 2 
Pak je -
ДA+B = ""ІXa^+b^, 0, 0, 0 
o, ^e +ь^, 0, 0 
0, 0, àa-j+bp 0 
_ O.i 0, 0, Лa^+b^ 
Zřejmě je \\k, B U (.Xa. + b ) 3 ( ^ a + b . ) = a 3 a > .u+^ 1 ) 3 *; 
., h 3 : » h 4 = 3 » 
e-j Ä 1$ ®д 5ÎÎ ! • 
Předpokládejme, že(b^/a^ ^(b-^/aJU Pak elementární d ě l i t e l é mohou př í s luše t 
pouze k dvěma základům, a to ) + ^-/a t ^ * t>^/a^# 
1. Pro základ /* + ^ T / 8 ! z ^ e J m ^ J e 
h x - 0 f lt2 - 1, 
ê ^ ~ 0 f a^ « 1, 
Příslušní elementární d ě l i t e l é jaou t ř i a jsou vesměs rovny X + b 1 / a . # 
2# Pro základ /. + b^/a^ zřejmě j e 
1 ^ * 0 , h 2 - 0 , h 3 - 0 f h 4 « l f 
e l = ° ' e 2 * °> e 3 = °> e 4 " 1 # 
Příslušný elementární d ě l i t e l j e A + b2/e2» 
Součin všech elementárních d ě l i t e l ů je prciProven 
22#4# Definice. Nechí, polynom A- a děl í detemiJMmt (XA+ B ' a nechl 
!pro k * l f 2 f # # # f n ) mají č í s la h, význam uvedený v odst. 22#2#2# 
Každý minor k-tého řádu v determianiaiu j *VA + B | , děl i te lný právě mocninou 
*X~ a) % se nazývá regulární minor k-tého řádu vzhledem k základu X - a# 
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&..,5. Věta. 1. Každý regalámi aiaor řadu k (pro k • 2,3,««« ,n) v determi­
nantu |XA + B | v zhlede tr. k základu X- •> obsahuje aspoň jeden re£ulorni 
minor řádu k-1 vzhledem k témuž zakladu X- a. 
«-• Každý re£ulárni minor řádu k-1 v determinaritu|XA+B| vzhleden, k základu 
\ - a ;je jako minor obsažen v aspoň jednom regulárním minoru řádu k v deter­
minantu IXA+BI vzhleden k témuž základu X- a* 
Ha základě uvedených vět •• dá dokázat následující veta. 
22.6. Weier»tras»ova véla. Nechl A, B :j«ou libovolné natico řádu n, 
A je regulární, l.ech^ . ' 0 . 
(^•a1)^, i\-*d) *, . . . , (X-am)
 m 
představuji všechny elementární dělitele determinantu ft A+B i , přičemž 
a., a^, . . . , a nemusi být vzájemně různé, takže 
•, • «2 • • • • • • - • n« 
Pak existuji matic* regulární M,K řádu n, pro něž plati 
MAK-E , WBK-W, kd. 
2 r-ich.l 
a^, 1, 0, •••, 0 | 
0, a^, l f .•., 0 
0, 0, 0, ...» 1 
0 I • ••• 0 
o, o, 0, ...»  І 
0, xO, 0, ..., a j . i 
0 
., Oî 
| 0, «u, 1, •.., 0 I 
I *_» *» °» • 
I •* 
J 
• • • • 
o, o, o, . . . . 1 i 
L I O, 0, 0, . . . . â i j 




T " ţ v -•» °» ••••f"õ" 
1 . j°» v x» •••• ° 
jo, o, o, . . . , ì 
l o , 
ÏÏí 
» « » ! » « » « • * « » « » « » * « > « • • . • > « > a, • «P m *»•»«• .«•}«• . mm «•«•»«• •»«•»••» « я м » * «I J 
J *• -_ J -- _ —-
Ш 
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2£«,7» P0ZH1MKT# ! • Matic* A6 * W j© tzv* Weierstrassův kanonicky tvar 
svazku A A * S • 
2 . Všimněme s i , že v uvedeném tvaru maticeW se vyskytují pouze kořeny a 
exponenty elementárních d ě l i t e l ů svazku \Ř+ » • 
3* Věta 22#j^ má četné aplikace* Jednou z nich j e např# následující věta, 
která udává nové řešení problému z odst. 30.1 o současné transformaci dvou ma­
tic* 
22 #8* Věta* Kecht ^ , Q j ^ , Q^ značí dva páry matic téhož řádu n a neclrt 
je např* ^ regulární* 
Pak ex i s tu j í takové regulární matice H , K řádu n, že je , 
^-HWC, Q^-WK , (lei) 
právě tehdy, když i ^ b * 0 a když oba svazky matic A ^ - Q $ \^ - d< *&&jí 
všechny elementární d ě l i t e l e stejné* 
Důkaz provedeme jen v hrubých rysech* 1* Ujedená podmínka je nutná* Vskutku, 
e x i s t u j í - l i regulární matice H ,lC o vlastnostech (161), dostáváme 
!f,HHiWiKl řo, 
takže T^ musí být regulární* Dále pro libovolné čís lo je 
Odtud pljne | A | , _ a < j . w , , x f _ Q 1 | K | . o | x ? _ ^ 
kde c /* 0 je vhodná konstanta* Proto základy elementárních dě l i te lů obou svaz­
ků A * - H , A t ^ - H4 jsou s te jné. Dá se dokázat (důkaz neuvádíme), že i 
je j ich exponenty jsou stejné* 
2 . Ukážeme, že uvedená podmínka je postačující* Vskutku, nechl l^Pl t 0, 
1^,1/0 a nechl e % e 
( A - a ) \ ( A.- * J * , •••, ( X - a ) m 
jsou elementární d ě l i t e l é obou svazků A * - Ct, \^ - CL • Podle Weierstrasso-
vy věty 22.6 ex i s tu j í takové regulární matice H# K4; H j , K j řádu n, že je 
kde r r značí matici kanonického tvaru# Odtud plyne 
V-<<H,>»IK.ICÍ>. 
Q,-.«ít .<>Q(l l ,K£i . 
i-xistují tedy takové regulární matift* W - l ^ f ^ , K ** K^ & £ *ádu n t že je 
», =WK, Q,-4IQK. 
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H l t í Yf H 9 Mtotefrh JJU-ighi -** « - « * i • t é h o £ * * - n ;jaou podob-
&i, privi kdy I kaidy •lementimi di l i te l oharaktariatickiho determinantu ma-
tioe A je elementárním dilitělem oharakttrittickeho detormi&a&tu matice B 
n»boli privi kdy! oharakterietické determinanty tich to matic ma;ji • tejné •-
leme&tar&í dil itele. 
ižfihaja -• Ukalme nejprve, ie uvedeni podmínka ;je nutzii. Necht A , O téhož 
řadu & jeou podobné. Pak existuje taková refculárni uatice GL, že je 
B .ofra, 
Zároveň plati E ' C T ^ O , \EI« 1. 
Tady podlá předešli vity oba determinanty |XE- B | , 1AE -&| máji 
atejni elementární di l i te le. Avšak 
UB -AI- (-D-IA -\B\, UE-BI - i-i)B.B -XEl. 
Proto taki determinanty (A-X&l, 18 - X £ | máji • tejné elementární děli­
tele. 2, Ukalme &yni, lo uvedeni podmínka etači. l.echt tedy |A-XE| , 
|& -Xfil , a tudil i | X I - A | t IXC-5I mají etejné elementární di l itele. 
Pak podlá vity 22,8 existuji takové regular&i uatici H , K , !• ja 
6.HEK, B.HAK. 
Odtud mime M"K , ~ ft*|CAtt , takte matice A , B jeou podobné. 
ŮíiSMj^f ..**••• eleae&tir&i di l i tele determinantu | X E - A | , kanonický 
tvar Weieretreaaírv a přieluinou matici K , je-li A matice z př. 
18 a 19. 
fleieni. Dani matioe A • EЭ, - 1 , 1, 0 -, - . , - 1 , -1 . , - 1 , - 1 , 1 Э, 2 , -й., 0 
ni podlá výpočte v příkl. 18 charakteriatický polynom 
i I A - X E I . X4. 
Ili&ory 3^atup&i jeou (via. přikl. 10) 
X ( * - 4) , 2 * , 2 * , 8X , 
X < V « ) , * ( * • 1). * ,- 2 X ( > . t 2 ) , 
X ( X - 2 ) , - * , jt( X - 1), 2 a ( X - 2), 
-*X t -*, -Tř , X C * - 4). 
tiementimi di l itele patři pouse k xikladu \>. Přitom je 
P J - i - 0 , - y ^ O t b j ••i t.-H 4-4, 
•i" °»-•ÍT"r°» *3•• X» V * V 
s 
- 1 0 0 -
proto elementární dělitelé jsou tvarut A , A • 
Podle Weierstrassovy vely existují proto regulární matice 4i , IC , pro něž 
platí 
C -44EK, «мc= W o , j o , o, o 
o, i o, "I7"*"o~ 
o , A o , o, 1 
o, J o, o, o 
e . 
Protože 11 «- Is , určíme nejprve matici K ze vztahu 
neboli 
Označí me-1 i 
r/uc=w 
AK- KW. 
~2» aг» - 2 ' 
JУ 
ь,, 
íuusi p l a t i t 
" o , - 1 , 1 , 0 
- 2 , 1 , 1 , - 1 
2 , - 1 , - 1 , 1 
0 , 2 , - 2 , 0 
V V V di 
8^ , Ъ ^ , c ^ 9 d^ 
V ь3„ 03, o 
V V c 4 ' d 4 
a l f Ъ l f c x , d^ 0, 0, 0, 0 
a2> Ъ2> c a f d2 0, 0, 1, 0 
a з* ^з* c з* % 0, 0, 0, 1 
aи f b , , c A , d. 4* 4f 49 4 0, 0, 0, 0 
Odtud po vynásobení obdržíme porovnáním stejnolehlých prvků na obou stranách 
celkem 16 l ineárních rovnic a 16 neznámých: a-, b - , c . , •«», d • Obecná teor ie 
zaručuje, že tyto rovnice mají n e t r i v i á l n í řešení , tj# že všechny neznámé 
nejsou rovcy nule. 
Dostáváme rovnice 
- a 2 + a^ = 0, 
- b 2 + b 3 » 0 , 
- °2 * c3 = V 
- &2 * d 3 = V 







І7Ì -2 c. 
(8) -2d 
(9) 2a L - a^ - a^ + a^ = 0 , 
(10) 2Ъг - Ъ2 - Ъ3 + Ъ4 = 0 , 
(11) 2 C ; L - c 2 - c 3 +. c 4 = Ъ 3 , 
(12) 2d x - d2 -.d^ + d^ = c 3 , 
2au - 2a_ =- 0 , 
+ ъ 2 + ъ 3 - Ъи = 0, 
+ c-, + c- c 4 = Ъ 2 , 





2Ъ2 - 2Ъ3 * 0, 
2 c 2 - 2 c 3 - Ъ4,-
2d 5 - 2d_ - c . . 2 3 4 
Protože ae zde vyskytují stejné rovnice (1) = (13), (2) = (14), (5) = (9) ; 
(6) * (10), zbývá k řeáení tato soustava 
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(1*) 8-j *•;,, 
(2*) b 3 * b 2 , 
(3*) c 3 * b x • Cg, 





Z. rovnic (9*) a (7*) plJ^e 
kdežto (8*) a (10*) máme 
(15*) a^-Ł-гa^ + гag, 
(б*) ъ 4 « - гъ^* 2 ^ , 
(7*) c 4 * " 2 c i * 2 c 2 * ъ i "* ъ<i» 
(8*) d4 «- - 2 ^ + 2d^ * c^ - c , , 
c 4 - - 2 c x + 2 
d, * - 2d, + 2 
b 
4 " - 1 — °2 * b l + b2» 
4 1 • .dg + C l + o, + b ^ 
2c, - 2c 2 - 2^^ - « > i » 
c^ = 2dg - 2dj, - 2c. = - 2c . . 
2c-
0 , 
Dosadíme-li tyto dva výsledky do předešlých rovnic, dostaneme 
d a 3 = a 2 ' -з в d 2 + V d4 = - 2da + 24 + c^ + Џv 
Ъ 2 * Ъ 3 0 , 2c 2 - - Ъ r 
2C3 = Ъ l t 
a 4 * 2 a 2 - "V 
•b4 - - a,, 
Máme tedy 10 rovnic o 16 neznámých. Můžeme s i proto 6 ve l ič in zvol it (ale taj, 
abylC byla regulární). 
Zvolime-li např. a.̂  «e 0, b^ * 2 , ^ •» 0, d = 1, a^ * 1, d̂  = 0, 
pak bude b- = - 1, a, «- l , Ъ. 
e.A * 0, d̂  •»• - 1, takže hledaná matice 
0, 2 , 0, 1 
1, 0, - 1 , 0 
1, 0, 1, 0 
2 , - 4 , 0, -1 
přičeni i K| B - 4, takže K ;je regulární. 
í3 = 1, d3 = 0 , d4 = 2 , Ъ 4 - - - 4 , 
23. KIASIFIKAQ, REGUIÍRNÍCH PARA MATIC 
V této kapitole stručně pojednáme o klasifikaci regulárních párii matic, 
založené na předcházející Weierstrássově teori i , Nejprve s i uvedV.e bez důka­
zu následující větui 
23.1. Věta. Jsou-li 8^, a^, . . . t affi libovolná č í s la , kdežto 
•j, •%, . . . , e m 
libovolná přirozená č í s la , pro něž je e. + e, + . . . . + e « n, pak svazek máti 
x •» m 
xt-w 
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řádu n, kde Wznačí Weierstrassovu kanonickou matici (odst# ^ . 6 ) f má právě 
tyto elementární dělitele 
(A - a ^ 19 ( A - a <J
 2, , M , ( A - a n)
 m. 
Podle této věty existují tedy svazky matic libovolného řádu n, které mají 
předem dané elementární dělitele. 
23 .d. Definice regulárního páru matic. Regulárním párem matic rozumíme 
pár čtvercových matic téhož řádu, z nichž aspoň jedna je regulární, přičemž 
si je myslíme uspořádány takf že vždy první matice je regulární* 
£5.3. Charakteristika regulárního páru matic, Neclrb A ,B je regulární 
pár matic řádu n a| nechat polynomy / 




# * ' 
(h) 
představují všechny elementární dělitele svazku A.A-B , přičemž čísla a., 
a^f ...9 a, jsou vzájemně různá* 
Při označení elementárních dělitelů jsme volili takové uspořádání, že 
exponenty e., příslušné k témuž základu, s rostoucím indexem nerostou, takže 
ti 
je např* v . 
e^e^.Je; , ... oU. 
a kromě toho k- ~ k^ ~ ... - k, • 
Dále ovšem platí 
'h - -h 
ei + . . . + e' * e." + .. . . + e. ( h ) = n. (103) 
1 kj. 1 k h 
Pak regulárnímu páru matic A , S přiřazujeme charakterist iku , 
[(e' . . . , e< , , • 1 s . . . . , (e- , . . . , e )J . (164) 
- J. K ^ J , ve^, •'•* \ . l > h 
Tedy každý regulární pár matic A ,% má určitou charakterist iku, která udává: 
1, Počet vzájemně různých základů elern. dě l i te lů svazkuXA-B ; 
-i. exponenty elem. d ě l i t e l ů , příslušných ke každému základu. 
ťfiÍKL&D -i*.. Určeme charakteriatiku re£ulárního páru matic £ , A , kde A j e 
111 ' ' ' '",r" v 
matice uvedená v příkladu .-T. 
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ňeěení. Svazek matic Aft- A má elementární dě l i te le (viz přiklad 21) 
\ , X* , 
takže počet rfizných kořenu a, ;je h "• 1. Piielušné exponenty uspořádané podle 
vel ikoet i ;jeou ^ • 3 I ^ • l i 
Proto cnarakterietika daného páru matic ;je tvaru 
[(3,1)} . 
23.4. Počet vzájeisně různých charakteristik regulárních péru matic řádu n. 
Vezměme v úvahu množinu všech regulárních párů matic řádu n, kde n značí 
libovolné (ale pevné) přirozené Číslo. 
Každý pár regulérních matic má j istou charakteristiku, avšak vzájemně růz­
ných charakteristik je pouze konečný počet* To plyne z toho, že č í s la každé 
charakteristiky jsou přirozená a podle (16S) je jejich součet roven n. Odtud 
plyne, že všech možných charakteristik je nanejvýš 
(2* - 1 - I )* , (165) 
kde m značí počet všech možných rozkladů č í s la n v přirozené sčitance. 
l^sleme s i všechny rozklady č í s la n v přirozené sčítance uspořádány tak, že 
na prvním místě je rozklad obsahující pouze jediného sčítance ( t j . č í s lo n 
samo)f pak roiklady o dvou sčítancích, pak o třech sčítancích at&, až konečně 
rozklad o n Sčítancích rovných jedničkám. 
Tak napře pro n " 4 máme tyto rozklady 
4, 3 ,1, 2,2, 2,1,1, 1,1,1,1. 
ZařaSme nyní č í s la každého uvažovaného rozkladu do h - l , 2 f . . . , n skupin (pokud 
to jde), a uspořádejme je v každé skupině tak, aby nerostla. Mimoto uspořádejme 
všechny tyto skupiny podle počtu č í se l tak, že první skupina obsahuje nejvíce 
č í s e l , atd. Počet všedi možných charakteristik regulárních párů matic řádu n 
j s zřejmě nanejvýš roven počtu těchto uspořádaných skupin. 
Bapř# pro n • 4 dostaneme celkem 14 skupin tvarus 
Pro h * is- 4i (3,1)} (2,2), (2,1,1), (1*1,1,1) 
P r o h * 2 s 3,1} 2 t 2 , ( 2 t l ) t l , ( l , l ) f 2 , (1,1) ,(1,1) , (1,1,1),1 
P r o h * 3 s 2,1.1} ( l t l ) f l f l 
Proh**4s l f l f l f l . 
Vraim* se opět k obecnému n. Z věty 23.1 plyne, že existu j í regulární páry 
matic řádu n f které mají předepsanou charakteristiku. Odtud plyne, že všech 
možných charakteristik regulárních párů matic řádu n je právě jenom tolik, 
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kolik je ekupin, o nichž jsme vpředu mluvili• 
Tak např* každý regulární pár matic řádu 4 má jednu z těchto charakteristik 
t4] , [(3,1)] , [(*,*)] f [U f i f i)] , [(1,1,1,1)1; 
[3ii] t t 2 t 2 l t [UtDfi] i BifDt-0 i Ei,i f(i,ii| , [(i,i,D,i] ; 
t , l f l ] f [(l,l)flfl] ; [lfl,l,l] • 
--3#S># Definice třidy regulárních párů matic# Množina všech regulárních pá­
rů matic řádu n f k teré mají stejnou charakter i s t iku, se nazývá třídou uvažo-» 
váných regulárních párů u&tic. 
Množina v&ech regulárních párů matic řádu n se tedy rozpadá na konečný 
počet t ř í d , přičemž všechny páry téže třídy se daj í regulárními maticemi 
převést na stejný kanonxcký tvar. 
Î ÍKLAI) 23. ílveán.e v kanonickém tvaru všechny třídy regulárních pórů matic 
řádu 4» 
Řešení. Značí-li C jednotkovou matici řádu 4 f pak každý regulární pár matic, 
řádu 4 se dá převést na jednu z těchto t ř í d 
ii) t, V i , o, 0 
o, a _ 
ľ 
1, 0 
o, o, V 1 
ш t> 
:5) 
0, 0, 0, a^ 
V 1, | 0, 0 
.?-.-_flІ£'--0_ 
õ ™ , i ү " i 
0, 0, j 0, â  
«--_, |0f 0 i o 
~0~,"*îa~TlO, 0 
-i_A-l ._-
0, 0, la.,,! 0 




V 1, 0 , | 0 
0, a^, 1 , | 0 
2±-2LLЪÅУ— 
0, 0, 0,j â  
\ , i» | o , 0 
0, a ' 0, 0 
0, 0 . J a , ] 0 
(6) 
*> 
o, o, o, ] l a l 
V 1, o . i 0 
o, a ľ !» ! 0 
o, o, V 0 
o, o, o, |a_ 
(7) , i , ;o, 
0'__-ľJ_.__0_ 
õT 0,"«"a",~Г" 




\ , 1, [0, 0 
0,J._,J0, o 
o, o, «ôrv 
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(9) Ę, 
ui) - , 
a 1 , l O , O, O 
oTiáTITo, O 
O, O, l a J l 
0, 0, 0, j a . 
a ^ j O , 0, 0 
(10) 
* , 
a . ^ 0 , 0, 0 
"o7 I aTf 0, 0 
шшmm JSm ш» «•» «•«. 
0, û . j a ^ O 
0, 0,""o7('ã~ 
0, 0, , a 14 
(13) 
x ---4 - -
0, 0, 0 , | « > 
1 -
Õ, JaľľjO, 0 
T - Ł Г ~ T 
0, 0, i a , J 0 
0, o, o7j « " 
i 




\$ i , j o, 
0, \i o, 
0, 0 , i a , , | 0 
0, 0, 0,7«3 
0» «"íl o, o 
.+...-r4----
o, 0 t j * J f j 0 o,, o, órp~~ 1 4 
Tyto páry rrají charakterist iky uvedené v odst. 2 # 4. ííapř. pár (1) má cha­
r a k t e r i s t i k u [ 4 ] , pár (2) charakteris t iku [(3*1)] 1 a td . Zdůrazněme, že 
písmena a, s různými indexy značí různá č í s l a , 
JK 
23.6. PQZKJMKA. Uvedli jeme, že se všechny regulární páry matic řádu n, ' 
které p a t ř í do téže třít$jr, daj í převést regulárními maticemi na týž kanonický 
tvar . Ovšem č í s l a a, vyskytující se v kanonickém tvaru jednoho páru, ťejsou 
vždy rovna číslům a, vyskytujícím se v kanonickém tvaru druhého páru. To zřej­
mě, souvisí B tím, že charakter i s t ika každého regulárního páru matic Á > B 
udává počet h vzájemně .různých základů elementárních d ě l i t e l ů svazku \ A - B 
a exponenty elementárních dě l i te lů pat ř íc ích k jednotlivým základům; neudává 
vsak 1yto základy, t j . př ís lušná č í s l a . 
Hapř. r e g u l á m i pár matic £ , A řádu 4 , kde A.sanací matici uvedenou v p ř í ­
kladu 21 f má charakterist iku [ ( 3 , l ) J a jeho kanonický tvar je 
Regulární pár matic E f 
0, 1, 0, 0 , takže a ~ 0. 
0, 0, 1, 0 
0, 0, 0, 0 
. 0 , 0, 0, 0_ 
s - " 1 , 1 
0 , 1 
(Г„ 0 
Oí 0 
, 0 , 0 " 
, 1 , 0 
, 1 , 0 
, 0 , 1 
, 
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který je j i ž v kanonickém tvaru, má též charakterist iku | p , l ) ] , takže pa­
t ř í do téže t ř ídy jako předešlý pár £ $ A*tř®baže a - 1. 
M. APLIKACE rilM)£SLŽ T&ORIE MÁ fisSfof 
SYSTÉMU UNEÍBKfCH HOMOGEtáíCH DIfKBSlJ Ú1ÁIK:ÍCII KOVK1C. 
Mějme systém l ineárních homogenních diferenciálních rovnic tvaru 
ІП ľíf 
У ì = a l l У Ь + a i2 y 2 + 
















kde a., značí dané konstanty. Označíme-li 
ľn1 
^ a ľ " 
a. l n 
nn 
y l í l 
yj. 
n 
můžeme systém (160) psát jedinou maticovou rovnicí tvaru 
y= A y (ic7) 
Jde o určení obecného řešení systému (166). Letoda, kterou vyložíme, spočívá 
v tom, že místo neznámých funkcí y., ..., y zavedeme jejich lineární kom­
binace s konstantními koeficienty*z., •.., z , přičemž tyto kombinace zvolíme 
tak, aby hověly systému diferenciálních rovnic, který je pokud možno jedno­
duchého tvaru. Řešením tohoto nového systému obdržíme funkce z., ..., z • 
Kůže, zavečbe lineární kombinace z., ..., z neznámých funkcí y, , ..., y^ * 1* n l n 
vztahy 
y. = k-.z., * kv,z 11 1 U~г Vn' 
У -І = k 2 i z i + kггzг + ••• + ЛЛ» 
y ^ k - z * k 0 z,-, * •.. + k z . I J n n i 1 i ž 2 xm n ' J 
přičemž o konstantách k. . především předpokládáme jen to , že matice 
k l l » •••» ^ n 
(168) 
k n l , . . . . k nn 
ja regulární* Lineární subst i tuci (168) můžeme psát ve tvaru 
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y * K Z , kde X * Гz^ 
Odtud a z roV1^10* (167) plyne 
takže -t=KAKx. (169) 
a _» m% 
Podle předchíi-«jici teorie můžeme zvol i t matici K tak, aby matice K &IC 
měla kanonický tvar. Pak ;je K I-MC^NI/ , kde W ; je WeierBtrassfrr kanonický 
tvar matice A , tedy 
w 'c^, i , o, ...., o I 
0 , <ц , 1 , . . . , 0 I 
—I ï 
0 
0, 0, 0, . . . , c. ч 
0 
I <*>»-•» 0 , . . . , v 
| 0, c 2 , 1, . . . , . 0 
-4 
I 0, 0, 0, ..., ĉ  I 
éøøвm mшшш mmшш mmmш mmmш mmmm mwmш Lяmяm mmmmш mmmш mшmmmш mmmmш шmmmшm, mmmmm -> 
> 'г / 
přičemž c.. f C£ % • • • % cffi znáči kořeny charakteriatické rovnice matica 4% 
Doataneme tedy po vynásobeni ze vztahu (169) rovnice 
z4 Ł C-| z^ + Zj | 
"2 * 
"1 V П љ2 
z> = V*. * zз» 
v C l \ ' 
Z - *-




Je zřejmé, že se aystém (170) dá ř e š i t snadněji než systém (166). nebol di­
ferenciální rovnice pro funkce zA f zm . m m . „ U^^^^J 
e-,9 e^+e > f •••f z . . jsou nomogennx 
diferenciální rovnice I . řáduf z nichž lze 1yto funKce vy počíst* Pomoci nich 
mMeme pak řeSit postupně ostatni diferenciální rovnice systému (170) f které 
jsou f jak je patmo f vesměs difarTOCiálnl rovnice lineární nehomo£enni prvniho 
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íudu* Tím určíme funkce 2. f . . . . z a ze vztahů (1CB) obdržíme pak funkce 
x n 
PŘÍKLAD 24. fíešme systém diferenciálních l ineárních rovnic tvaru 
У l = 
У ł « ^ 2 
г. « 
- У2
 + У31 
- ^Уп y 2
 + У 3 - У4» 
* У 1 - y 2 У 3
 + У4» 
2 y 2 " 2 y 3 * 
0, - 1 , 1, 0 
1-2, 1, 1, -1 
2, - 1 , - 1 , 
0 , 2, -г, 
nesení* Matice A té to soustavy je tvaru /k< 
Jc to tedy matice rovná matici 1% v p ř í ­
kladu 21 # Za matici IC , která převádí ma­
t ic i 1% na kanonický tvar, zvolíme matici uvedenou ve zmíněném přilil* 21 f tj« i 
matici 
' 0, 2 , 0, 
pпceпя w - K\K 
1, 0, - 1 , 0 
1, 0, 1, 0 
2 , -4, 0, -1 
0, 0, 0, 
0, 0, 1, 
0, 0, 0, 1 
o, o, o, 01 
Lineární subs t i tuc í o matici IC > t; j . subst i tucí 
y i * **2 + z4 
y2 = z l " z 3 
У 3 = z l 
y 4 - 3 Z l - 4z 2 - z, 
přejde daný systém v soustavu 
A = 0, 
Její řešení je 
Z^ = Zy Z^ -= Z 3 ZŁ z\ - 0 . 
Z l = °1 
z 2 " C 2 + C 3 X + 2 Q / 
ъ = °4X 
kde C , » C Lг* c з » 1 ' ~2> w 3 f ~4 
daného systému ve tvaru 
- " A ^ A 
4 4 
jsou libovolné konstanty. Odtud obdržíme obecné řešení 
= 2C2 + 2C3x + C4(x +1), 
У 2 = C 1
, - C 3 - C 4 x f 
y 3 = C l + °3 + C 4 X » 
y *- 2П - 4C2 + 40.x - C (2x - 1 ) . 
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2?, CVIČEMi 3. 
25. Kapiete Weierstraseúv (neboli Jordánův, čti žordanův) tvar matio 
A « V O , 1, 6] , %* p , 6,-15! t- Ti, -3, 4 I 
-4, 4, O 1, 1, - 5 4, -7, Q 
L ' lf 2J L1' 2,"tl L?• "7| 7 
26. Určete kanonický tvarW idempotentni matioe, t;J. matioe K , pro kterou 
platí A •-A . 
27. Dokažte, že involučni matice h (t;J. matice, pro niž ;je A - 6 ) ;je podobni 
diagonální matici a určete tvar této diagonální matioe. (Diagonální matioe 
má všecky prvky, neležící v hlavni diagonále, rovny nule.) 
28. Dokažte, Že periodická matice r ( t ; j . matice, pro niž T * » pro vhodné 
přirozené čialo k) ;je podobná diagonální matici a určete tvar této diago­
nální matice. 
29. Ukažte, Že matice A *- | íoý -3i -2| je podobná s diagonální maticí*) 
(• nenulovými prvky d-j * 2» d 2 2 * " 3 » d 3 3 * 4 ^ a u r 2 e t* přielu&nou 
matici Q , pro niž platí C( hA = J) . 
30. Zjistěte, zda matice 
nosti na diagonální tvar 
A - Гг, -2, 3"] 
- | i : -î: Ц 
se dá převést transformací podob* 
3l# Dokažte, že matice A | 7 , -12, 61 je podobná diagonální matici^ 5 
10, -19, 10 
|12, -24, 33j 
určete maticiP a příslušnou matici transformace • 
32# Ukažte, že matici nelze převést transformací podobnoetil 
na diagonální tvar (nebol J^ je singull 
2 , 1, o, o\ >Ъ =- I 
0, 2 , 0, 0 
0 , Q, 2, o 
0, Ö, 0, 2 
33. Určete elementární dělitele matice »\ * 
34. Dány matice A s 
Určete, které z těchto t ř i matic jsou podobné. 
1» - 1 , 1, - i 
- 3 , 3 , -5 , 4 
0, - 4 , 3 , -4 
15, -10, 11, -11 
2, 0, 0, Õl I C в 
0, 2, 1, 0 
0, 0, 2, 0 
0, 0, 0, 2J 
2, 1, 0, 0 
0, 2 , 0, 0 
0, 0, 2 , 1 
0, 0, 0, 2 
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35* Určete charakterist iku matice A 
a j e j í elementární d ě l i t e l e . 
4 , - 5 , <-, o, o, 0 
5, - 7 , з, o, o, 0 
б, -s, 4 , o, o, 0 
o, o, o, o, 1, 0 
o, o, o, - 4 , 4 , 0 
0, o, o, - « - , 1, 2 
VÍSLEBKY 
25. f-T, 0, Ól , f l l , O, Ól , p 3 , O, o j . 
O, -í, 1 O, - 1 , 1 O, - 1 , 1 
[O, O, 2 | 1^0, O, -1J |J>, O, - l | 
26. Diagonální matice s prvky d. . - O nebo 1, d., ~ O pro j fL k. 
J J J^ 
27c Diagonální matice s prvky d. . B - lf d.. « 0 pro j / k. 
JJ J ^ i 
28. J e - l i p nejmenší z č í se l k, pro která je & ~ £ f pak diagonální matice 
má prvky d. . rovny některým z p hodnot odmocniny v L. 
J J A ^^ _ 
-9. (Dl= P l , 1, II , fi=T7o f iče, 7, 7Ó1. 
2 , - 6 8 , 2 1 4 U 4 , - 2 , 0 
|J>, 5, -^J L 1 0 > "5» " 7 0 J 
30. Uedá, nebol 0 1 = 
зi. Ђ = 
ř*"" 
Һ-» i , 0 
5» 5, 0 
Ľ ' з, ol 
r l 
je s ingulární, takže Q neexistuje. 
1, o, 0 
o, 1, 0 
o, o, -1 
a 2 , 1, 3 
1 , 0, 5 
0, - 1 , G 
"3 -a-.... .-.a-. 
33. (A + l ) , X + 1. 34. fa , O podobně; C není podobná žádné z nich. 
35. { } , (2,1), l ] ; £ $ ( A - 2 ) 2 , X - 2 , X - 1. 
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